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研究成果の概要（和文）：本研究の属する可換環論は、可換環の構造を調べることを目的としている。可換環論
の研究方法は大別すると、環の内部構造を調べるイデアル論、環の外部表現を調べる加群論の二つがあり、双方
から多岐に渡る研究が展開されている。本研究では、主目的であったブルバキ完全列の解析について、ブルバキ
完全列の一般化といえる加群のフィルトレーションの構成を行った。更に、そのフィルトレーションをヒルベル
ト関数を反映している特別な加群に対し適用することで、節減数が２または３のイデアルのヒルベルト関数挙動
を明らかにした。その他にも、正準イデアルに関する研究も行い、成果を挙げることができた。

研究成果の概要（英文）：Commutative Algebra, to which this research project belongs, aims to 
investigate the structure of commutative rings. There are two main approaches to commutative ring 
theory: ideal theory, which investigates the internal structure of rings, and module theory, which 
investigates the external representation of rings. In this project, the purpose was to study the 
Bourbaki sequences, and we constructed a filtration of modules, which is a generalization of the 
Bourbaki sequences. Furthermore, by applying the filtration to exact modules reflecting the Hilbert 
function, we clarified the behavior of the Hilbert function of ideals of reduction numbers 2 or 3. 
We also explored canonical ideals.

研究分野：可換環論

キーワード： Cohen-Macaulay環　ヒルベルト関数　正準イデアル

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ブルバキ完全列は与えられた加群を自由加群とイデアルに分解する短完全列のことである。ブルバキ完全列を通
すことで、加群の性質をイデアルに遺伝させることができるため、可換環論の様々な問題において応用がある。
本研究では、ブルバキ完全列を一般化させたフィルトレーションの構成を行った。またその構成を応用すること
で、ヒルベルト関数解析の研究に対し寄与することができた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
ブルバキ完全列とは、与えられた加群Mを自由加群 Fとイデアル Iに分解する短完全列 0→

F→M→I→0のことである。よく知られている事実として、ネーター正規整域上のねじれのない
加群はブルバキ完全列を少なくとも一つ持つことが知られている（＝ブルバキの定理）。ブルバ
キの定理のおかげで、短完全列 0→F→M→I→0 を通して加群 M の様々な性質をイデアル I に
帰着させることができる。この手法の有効性を示す応用の一例として、加群の Rees代数の構造
解析・直既約 Cohen-Macaulay 加群の分類・コホモロジーの消滅問題などがあり、事実、論文
[Simis-Ulrich-Vasconcelos (2003), Herzog-Kühl (1987), Auslander (1966)]では、上記の問題に
対してブルバキの定理を用いることで優れた成果を挙げている。 

 
 こうした豊富な応用を持つ一方で、ブルバキの定理はブルバキ完全列の存在性のみを主張し
ており、具体的にブルバキ完全列を構成するための理論は知られていなかった。そのため、ブル
バキイデアル Iや、ブルバキ完全列そのものを調べる研究は自然でありながらも進展があまりみ
られない状況であった。この方向の研究について、研究代表者は、J. Herzog氏と D. I. Stamate
氏との共同研究にて、線形写像の表現行列に着目し、「与えられた線形写像がブルバキ完全列を
導出するか否か」の判定法を与えていた。そこで、この研究をブレイクスルーとして、ブルバキ
完全列の更なる研究とその応用を目指した研究が期待されていた。 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究課題の主な目的は、大きく 
 

(1) ブルバキ完全列の理論（特に構成方法）の深化 
(2) ブルバキ完全列に関連する諸研究への応用 

 
の二つである。より具体的には、以下のことを目指した。 
 
(1) 一般にブルバキ完全列は与えられた加群に対し、無数にある。そこで、良いブルバキ完全列
とはいかなるものかを考察し、適切な条件を追加し絞り込むことで一意性を与える。また、その
とき導出されるブルバキイデアル Iの構造を明らかにする。 
 
(2) (1)の知見を活かして、ブルバキ完全列を用いた応用が知られている既存の諸研究に対し、更
なる応用を目指す。 
 
 
３．研究の方法 
 
 上記研究目標について下記の順に段階的に明らかにする。 
 
 はじめに、具体例を解析して全体像を把握する。研究代表者は先行研究において、線形写像 F
→Mがブルバキ完全列 0→F→M→I→0を導出するかどうかの判定条件を与えている。そこで、こ
の判定法がコンピューターの計算に乗せることができる状況（基礎環が体上の多項式環など）に
おいて与えられた加群のブルバキ完全列を全て記述するといった徹底的な具体例探索を行う。
そこから、なにが成り立ちそうかの予想を立て、証明を試みる。特に、加群を一つ固定したとき
に、ブルバキ完全列の選び方によらない性質がないかを調べる。 
 
次に、ブルバキ完全列 0→F→M→I→0が与えられたとき、線形写像 F→Mから I を求めるアル
ゴリズムの導出を試みる。主な研究方法は、線形写像の表現行列の行列式イデアルに着目するや
り方である。Iの自由分解は、Mの自由分解と Fで記述でき、またその表現行列の“良い”部分
行列の行列式イデアルから Iを復元できる。問題なのは、この“良い”部分行列の見つけ方であ
る。ブルバキ完全列の選び方によって、適切な部分行列の選び方も変わってくる。前述の具体例
探索を参考に、（総当たりでない）適切な部分行列の選び方の発見を目指す。 
 
最後に、上述の過程で得た知見をもとに、 
・ヒルベルト関数解析 
・加群のリース代数の構造解析 
・直既約コーヘン・マコーレー加群の分類 



への応用を目指す。上記研究課題においては、ブルバキ完全列を用いた応用があることが知られ
ている。これらへの応用を視野に入れつつブルバキ完全列の理論構築を推し進める。 
 
 
４．研究成果 
 
・本研究目的(1)に関連して、ブルバキ完全列を一般化する加群のフィルトレーションの構成法
を与えた。その応用として、節減数２のイデアルのヒルベルト関数挙動と随伴次数環の深度の関
係を明らかにした。更に、節減数３の整閉イデアルについても類似の結果を得た。その他、ヒル
ベルト関数から定まる不変量（sectional genera）について調べ、その振る舞いが環のコーヘン・
マコーレー性やゴレンシュタイン性などを特徴づけることを示した。 
 更なる派生的な成果として、ヒルベルト関数と類似の振る舞いをする既約関数について、ヒル
ベルト関数との関係を調べることも行った。 
 
・正準イデアルを用いたゴレンシュタイン性解析を行った。まず、正準イデアルの節減数に着目
し、正準イデアルの節減数が小さい環の性質について、正準加群のトレースイデアルと関連させ
つつ、明らかにした。その後、正準加群のトレースイデアルについての研究を行った。正準加群
のトレースイデアルはゴレンシュタイン軌跡を記述していることが知られているため、正準加
群のトレースイデアルが大きいときについては先行する結果がある。そこで、正準加群のトレー
スイデアルが最小となるときの環の性質について調べた。結果として、正準加群のトレースイデ
アルに関するいくつかの予想の反例を構成した。 
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