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研究成果の概要（和文）：Gibbs測度のエントロピースペクトルから力学系を復元する問題、いわゆる剛性問題
に対して、Ruelleゼータ関数族の零温度極限の考察を通じたアプローチにより解決を目指した。Gibbs測度が
Markov測度になっている場合には、復元可能であるための十分条件を与え、また測度論的同型の範囲での復元
が、より強い位相的同型の範囲での復元と「ほとんど同じ」であることを示した。

研究成果の概要（英文）：We approached the rigidity problem of entropy spectra of Gibbs measures via 
the analysis of the zero-temperature limit of the one-prameter families of the Ruelle zeta 
functions. When the Gibbs measure is Markov, we obtained a sufficient condition for which the 
dynamical sysytem can be restored from its entropy spectrum. Moreover, we proved that, in almost all
 the cases, the measure-theoretic isomorphism can be extended to a topological conjugacy.

研究分野：エルゴード理論

キーワード： 力学系のRuelleゼータ関数　Gibbs測度　エントロピースペクトル

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
剛性問題に対する先行研究では直接的な計算の陰に隠れていた零温度極限の考察によるアプローチに明確な形を
与え、一般的な復元の流れを明らかにした。。零温度極限の研究は南米を中心に盛んに行われているが、それを
ゼータ関数やマルチフラクタル解析と結びつける視点は他に類を見ず、発展が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 力学系上に不変確率測度が与えられた時、エントロピースペクトルは、不変確率測度の局所
エントロピーに対するマルチフラクタルスペクトルとして定義される。エントロピースペクト
ルは、多くの力学系において、位相的エントロピーや測度論的エントロピー等の重要な不変量を、
特殊値として実現する(⑧)。そのため、エントロピースペクトルから力学系を復元できるかを問
う問題、すなわち、エントロピースペクトルの剛性問題は自然な問題であり、研究代表者以前に
は、⑥、⑦、⑨等の取り組みがあった。また、エントロピースペクトルとともに重要なマルチフ
ラクタルスペクトルに次元スペクトルがある。次元スペクトルに対しても剛性問題を考えるこ
とができ、これについては研究代表者による①、②がある。①、②において、剛性問題に対して、
零温度極限の考察によるアプローチが導入された。これは、スペクトルの位相的圧力による表現
から得られる Ruelle ゼータ関数の 1-パラメータ族のパラメータ無限大の挙動から力学系の周
期点の情報を引き出そうというものである。（パラメータは統計力学における逆温度に対応して
いるため、パラメータ無限大の状態は零温度極限と呼ばれる。） 
 
(2) ⑥、⑦、⑨や①、②は、考察の対象を片側 Markovシフト上の Markov 測度に限定していた。
Markov 測度は有限サイズの確率行列を使って表される有限次元的な対象であり、このことは代
数的な議論・直接的な計算を可能とする。しかし、零温度極限の考察によるアプローチの有効性
は、有限次元に固有の議論・計算から切り離された、真に無限次元的な対象に対して検証される
べきである。⑩で導入された、片側 Markovシフト上の super-continuous 関数の Gibbs測度は、
Markov 測度を含む最も自然な無限次元的対象である。研究代表者は、Markov 測度に対する議論
を見直す過程で、跡公式と呼ばれる、測度に対応する転送作用素の固有値の総和と、エルゴード
和によって与えられる Markov シフトの周期点上の重みの総和との関係式が、零温度極限の考察
による議論で重要な役割を果たしていることに気付き、③において、super-continuous 関数の
十分大きなクラスに対して、跡公式の成立を証明した。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、無限次元的な対象である super-continuous 関数の Gibbs測度に対して、零温 
度極限によるアプローチを展開し、エントロピースペクトルの剛性問題を解決することである。 
 
３．研究の方法 
エントロピースペクトルの剛性問題の解決を次の 2つのステップに分ける。 
ステップ 1. スペクトルの位相的圧力による表現から自然に Ruelleゼータ関数の実 1-パラメー
タ族が得られるが、まず、零温度極限の考察により、この 1-パラメータ族を復元する。このス
テップにおいて重要なのが、Ruelle ゼータ関数の多項式表示であり、すでに③で確立された跡
公式を用いて多項式表示を確立する。 
ステップ 2. Ruelleゼータ関数の 1-パラメータ族から、周期点の情報を取り出すことで、力学
系を復元する。 
 
４．研究成果 
(1)「研究の方法」でも述べたように、エントロピースペクトルの位相的圧力による表現から自
然に Ruelle ゼータ関数の 1-パラメータ族が得られ、この 1-パラメータ族の零温度極限におけ
る挙動の解析が剛性問題解決の鍵となる。特に、零温度極限における挙動から、もとの 1-パラ
メータ族が復元できるかが大きな問題である。研究代表者は、④において、Markov 測度の場合
に、この復元が可能になるための片側シフトに対する十分条件を与えた。 
 
(2)エントロピースペクトルからの力学系の復元では、測度論的同型の範囲での復元を考えるこ
とが自然であるが、これに関連して、測度論的同型と位相的同型にどの程度の差があるか、具体
的には、Gibbs 測度間の測度論的同型が位相的同型に拡張できるための十分条件を与える問題が
自然に生じる。研究代表者は、⑤において、Markov 測度の場合に 1 つの十分条件を与え、これ
を用いて、ほとんどすべての Markov 測度において測度論的同型と位相的同型には「差がない」
こと、正確に述べると、ある片側 Markovシフト上の Markov 測度全体（自然に微分可能多様体に
なる）の中で、測度間の測度論的同型が力学系間の位相的同型に一意に拡張できるものが、補集
合が Lebesgue 測度 0の開集合を含むこと、を証明した。 
 
研究期間全体を通じて、Markov 測度に対しては、上記 4 の（1）、（2）のアプローチによりエン
トロピースペクトルの剛性問題を満足すべき形で解決できたが、一般の super-continuous 関数
の Gibbs 測度に対しては、時間的制約により残念ながら解決には至らなかった。このことは、
我々のアプローチが基本的に有効であるとともに、有限次元的対象である Markov 測度と無限次
元的対象である super-continuous 関数の Gibbs測度の間の根本的な差異の存在を示している。



（研究代表者によるものを含め）剛性問題に対するほとんどの先行研究が対象を Markov 測度に
限定していたことを考えれば、この差異を明確な形にして一般の super-continuous関数の Gibbs
測度に対してアプローチの有効性を確立することは重要であり、今後の課題としたい。 
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