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研究成果の概要（和文）：本研究では, ARMA-GARCH modelに対応するモデルを計数時系列解析へ導入するため, 
条件付き期待値だけでなく条件付き分散にも自己回帰構造を取り入れたモデルを提案した。このモデルの未知パ
ラメータは、二段階で推定することが出来、一致性と漸近正規性を証明した。このモデルは、今までに提案され
ていなかった他の検定問題にも適用することが出来ることも明らかになった。具体的な誤差分布を考えた時のモ
デルの定常性を示すことにてこずっていたが、解決の糸口を発見することが出来た。これらの内容は、準備が出
来次第、国際誌へ投稿予定である。さらに、４本の論文を国際誌へ出版し、国内外の学会で発表をした。

研究成果の概要（英文）：In this project, we proposed a model that incorporates an autoregressive 
structure not only for the conditional expectation but also for the conditional variance in order to
 introduce a model corresponding to the ARMA-GARCH model to counted time series analysis. The 
unknown parameters of this model can be estimated in two steps, and their consistency and asymptotic
 normality are proved. We found that the model can be applied to other testing problems that have 
not been proposed before. Although we had struggled to show the stationarity of the model, we were 
able to find clues. These contents will be submitted to an international journal as soon as they are
 ready. In addition, four papers were published in international journals and presented at domestic 
and international conferences.

研究分野： 時系列解析

キーワード： 計数時系列　分散不均一性　一致性　漸近正規性
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究成果の学術的意義として, 計数時系列のモデリングの柔軟性が広がることが挙げられる。実際、
ARMA-GARCH モデルは, 実証研究にも用いられている実用的なモデルである。さらに、条件付き分散不均一性が
INGARCHモデルでは正しく表現できていないため、条件付き分散不均一性を正しく考慮したモデルであるという
点にも学術的な価値がある. 研究期間中に出版した論文のうちのひとつは, 統計のトップジャーナルである.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
Poisson INGARCH モデルは, Ferland et al. (2006, J. Time Ser. Anal.)により導入されたモデ
ルであり, Poisson 分布の強度関数に自己回帰構造を入れて定義される. これは, GARCH モデ
ルの計数時系列版である. その後, 負の二項分布や一般化ポアソン分布, ゼロ過剰分布などに対
する INGARCH モデルが提案されている . ポアソン分布は平均と分散が一致する equi-
dispersion 性を持っているがポアソン分布以外の分布はその性質を持たない. 従って, Poisson
分布以外に対する INGARCH モデルに対しては, 条件付き期待値に対する自己回帰モデルとな
り, 条件付き分散不均一性をうまく表現できないという問題点がある. さらに, Goto & Fujimori 
(2023, Stat. Sin.)では条件付き分散の検定を提案しているが, 期待値に入っていない分散のパラ
メータは、既知にしなければならない. すなわち, INGARCH モデルと INAR モデルを同一のフ
レームワークで取り扱うことが出来ない. ここで, INAR モデルとは, Thinning operator を用い
た計数時系列に対する AR モデルのことである. 
 
２．研究の目的 
1, 研究開始当初の背景に挙げた問題点を解決することが目的である. それを解決するために, 
計数時系列に対して, ARMA-GARCH モデルの構造を取り入れたモデル, すなわち, 条件付き
期待値と条件付き分散にそれぞれ自己回帰構造を持つモデルを提案する. そして, この提案モ
デルに対して, (1) 未知母数の推定, (2) 検定理論, (3) モデル選択理論の構築を目標とした.  
 
 
 
３．研究の方法 
(1)に対しては, 推定量の強一致性と漸近正規性を示すことを具体的な目標とし, 推定量は２段
階で推定する. まず, ポアソン疑似尤度又は M-推定量を用いて, 条件付き期待値に含まれる未
知母数を推定する. 次に, 条件付き分散のみに含まれる未知パラメータは, 第一段階で推定し
た推定量を挿入してから最小二乗法で推定をする.  
(2)に対しては, 検定統計量の帰無分布と検定の一致性を示すことを目標とし, 構造変化検定と
条件付き分散の検定を考える. 構造変化検定では, Wald 型統計量に基づく検定手法は検定のサ
イズに歪みが生じることが知られているため, スコア型及び残差型 CUSUM 検定を提案統計量と
する. マルチンゲール差分に対する関数中心極限定理を用いて定理を証明する. 条件付き期待
値及び分散の検定に対しては, 残差型の検定統計量を提案する. マルチンゲール差分に対する
中心極限定理を用いて定理を証明する. 
(3)に対しては, AIC を特殊例として含む竹内情報量基準(TIC) を考える. すなわち, 真のモデ
ルがパラメトリックモデルに含まれない場合である. 未知母数の推定量を挿入した対数尤度の
期待値とその期待値の推定量の誤差（バイアス）を評価する. さらに, 代表的なモデルに対す
る TIC には次数選択の一致性がないことが知られているため, 提案モデルに対する TIC につい
てもそれを示す. その方法として, Taylor 展開を用いてバイアスを評価する. さらに, 次数の
推定量の漸近分布を示すことで次数選択の一致性がないことを証明する. 
 
 
 
４．研究成果 2.研究の目的で述べた提案モデルに対して, 3.の方法で強一致性と漸近正規性を
証明することが出来た. 証明の概略は以下である. 条件付き期待値に入っているパラメータを
M-推定量で推定する. ここで, 初期値の影響は漸近的に無視できることに注意する. すると, 
Goto & Fujimori (2023, Stat. Sin.)の定理を適用することが出来, 条件付き期待値に入っている
パラメータの強一致性と漸近正規性を得ることができる. 次に, 条件付き分散のみに入ってい
るパラメータに対しては, 条件付き期待値に入っているパラメータは M-推定量に置き換えて, 
再度, M-推定量を用いて推定する. そうすることで, 同様な流れで, 条件付き分散に入ってい
るパラメータの強一致性と漸近正規性を示すことが出来る. モデルの定常性の証明に長いこと
時間がかかってしまったが, ようやく証明の糸口が見つかった. これらの内容は, 準備が出来, 
国際誌へ投稿する予定である. 
その他の実績として, ４件の論文が国際誌に受理された. 各論文の概要を以下で述べる.  
(1) 計数時系列に対する変化点検出に関する論文 
これまで, 低次数の INGARCH モデルや分布ごとに変化点検出の論文が書かれており, 多くの論
文は帰無分布の導出のみにとどまっている. そこで, 本論文では, 分布を仮定せず
INGARCH(p,q)モデルに対して, 変化点検出問題を取り扱った. Wald 型, score 型, 残差型の３
つの検定統計量に対して, 帰無分布の導出と一致性の証明をしている. 未知母数は M-推定を用
いて, 推定している. Wald 型統計量に基づく検定はサイズの歪みが生じることが, Lee & Lee 
(2019, Ann. Inst. Statist. Math.)で指摘されているが, 具体的な理由に対して言及されてい



なかった。本論文でサイズの歪みは, 小標本のみを使用した際の未知母数の推定量の不安定性
に起因するものであることを突き止めた. 
 
(2) 時系列分散分析における one-way モデルに対する固有効果及びランダム効果の存在の検定
に関する論文 
時系列データにおける分散分析の既存研究(Nagahata & Taniguchi, 2018, Metron)では, 群間
独立を仮定しており, この仮定は, 実データにおいて、満たさないことが多い. 本論文では, 
群間相関を許した枠組みで, one-way モデルに対する固有効果及びランダム効果の存在の検定
を提案した. 検定統計量のアイデアは以下である. 既存研究の検定統計量は, リスケールした
between-groups sum of squares を各グループに対して足し上げた統計量であり, 群間独立によ
り, 漸近的にカイ二乗分布へ収束する. しかし, 群間相関を認めた場合は, 異なるグループに
対する between-groups sum of squares に相関が生まれてしまい漸近的にカイ二乗分布へ収束
しなくなってしまう. そこで, すべての群に対する between-groups sum of squares を並べて,
そのベクトル全体をリスケールすることで, カイ二乗分布への収束を取り戻した. さらに、検
定の一致性を示し、近接仮説の下での非自明な検出力の評価を行った. 
実データ解析では, 日本の商社、自動車と通信という３つの業種にそれぞれ属する会社に対し
て, 提案検定を適用し, p-値 0.06 を得た. この結果は, 業種の影響を考慮するべきであると解
釈することが出来る. この結果は, ポートフォリオ理論の unsystematic risk の重要性を裏付
けるものである. 
 
(3) 時系列分散分析における two-way モデルに対するランダム効果及び交互作用の存在の検定
に関する論文 
本論文では, 群間相関を許した枠組みで、two-way モデルに対するランダム効果及び交互作用の
存在の検定を提案した. 提案検定量の漸近帰無分布の導出、検定の一致性を示し, 近接仮説の
下での非自明な検出力の評価を行った. 実データ解析では, 国と業種のセルを考え、ランダム
効果と交互作用を調べた. 国でのランダム効果は認められなかったが, 業種のランダム効果を
確認することが出来た. 国と業種の交互作用は確認することができなかった. 
 
(4) 分布を特長付けるスペクトルに対する統計理論 
既存のスペクトル密度関数は, 定常過程の２次モーメントを特徴づけるものである. しかし, 
非ガウス過程に対しては, 分布の情報が落ちてしまっている. 具体的な問題として, (1) ホワ
イトノイズと無相関時系列モデルを既存のスペクトルから区別することが出来ない, (2) 裾が
重い時系列モデルに対しては定義すら出来ない. そこで, Dette et al. (2015, Bernoulli)で
提案されたコピュラスペクトル密度を考える. この新しいスペクトルは, 定常過程の２次元結
合分布を特徴づけ, これらの問題を解決する. 密度関数を推定するにはカーネル法を用いるが, 
収束オーダーが遅く, バンド幅の選択が必要となってしまう. これを避けるために, 周波数に
ついて積分されたコピュラスペクトル密度関数を考える. そうすることで, 収束オーダーが回
復し, バンド幅の選択の必要がなくなる. この量に対して, 弱収束を示した. この定理の応用
として, サブサンプリング手法を用いて, 一様信頼区間, 裾対称性検定, 時間可逆性の検定を
構築した. 一様信頼区間は temporal dependence の確認に利用することが出来る. 裾対称の検
定は, リスク管理や投資戦略において重要である. 時間可逆性の検定は, 景気循環モデルと深
く関わっている. 実データ解析として, S&P500 と CAC40 に適用した. ある期間では時間可逆性
と裾対称性の両方が棄却された. 
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