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研究成果の概要（和文）：グラフ上の組合せ最適化問題に対し，グラフの構造的パラメータの観点から効率的な
アルゴリズムの構築，及び計算困難性の証明を行った．研究当初はグラフアルゴリズム分野において中心的な問
題である最大クリーク問題を主に取り扱い，特定の構造的パラメータにおいて計算複雑性の境界を与えた．さら
に，最大クリーク問題を扱う際に得られた手法を汎用的な手法に拡張することにより，一般化された問題である
最大誘導部分グラフ問題に対する計算複雑性も明らかにした．

研究成果の概要（英文）：For combinatorial optimization problems on graphs, we have developed 
efficient algorithms and proven the computational hardness from the perspective of graph structural 
parameters. Initially, our research focused on the maximum clique problem, which is a central 
problem in the field of graph algorithms, and provided the complexity dichotomy for specific 
structural parameters. Furthermore, by extending the methods for the maximum clique problem, we also
 revealed the computational complexity of a more generalized problem, the maximum induced subgraph 
problem.

研究分野： アルゴリズム

キーワード： グラフアルゴリズム　グラフ理論　組合せ最適化　固定パラメータ容易性　最大誘導部分グラフ問題
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究で得られたアルゴリズム及び困難性を証明する手法は，特定の性質を持つ任意の問題に対して適用可能で
ある，という点で高い汎用性を持つ．本研究成果により，問題が特定の性質を持つかどうかを確認するだけで，
本研究で扱った構造的パラメータに関して効率的なアルゴリズムが構築できそうかどうか判断が可能となった．
これは構造的パラメータの分野における研究を大きく促進するものである．また，既存研究において組合せ最適
化問題が扱いやすいと経験則的に知られていたグラフに対して，扱いやすいための共通構造を発見した．よって
本研究はグラフ理論分野の発展にも貢献できたと考える．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
実社会上の多種多様な課題は，グラフ上の組合せ最適化問題として表現可能である．しかし，

その多くは NP 困難，すなわち問題を高速に解くアルゴリズムが存在しそうにない，ということ
が知られている．それでもなお，ある制約を仮定して NP 困難な問題を効率的に解こうとする試
みがアルゴリズム分野において研究されてきた．グラフの構造的パラメータを基にしたアルゴ
リズムは，そのような試みの 1 つである．グラフの構造的パラメータとは，グラフの構造的特徴
を数値化したもののことである．「木幅」は様々あるグラフの構造的パラメータのうち，最もグ
ラフ理論分野・アルゴリズム分野において貢献を与えたものと言えよう．特に，木幅に関する研
究の中心的存在である Courcelle の定理は，入力グラフの木幅が小さいとき，特定の性質を持っ
ている任意の問題は効率的に解けるということを述べている．この Courcelle の定理により，
我々があるグラフ上の組合せ最適化問題に直面した時，「入力グラフの木幅が小さいこと」及び
「問題が特定の性質を持っていること」の 2 つさえ確認すれば，自動的に効率的なアルゴリズ
ムが得られる．実際，最大独立集合問題，最大クリーク問題，最小支配集合問題，ハミルトン閉
路問題，3 彩色問題といった，グラフアルゴリズム分野において基礎的な問題の多くは，
Courcelle の定理が適用可能な性質を持っている．すなわち， Courcelle の定理は，木幅が小さ
いグラフにおける統一的なアルゴリズムを与えたと言える．これが，Courcelle の定理が木幅研
究の中心的存在と言われるゆえんである． 
しかし，どのようなグラフも木幅が小さいわけではない．辺の数が少ない疎なグラフであれば

木幅は小さくなりうるが，辺の数が多い密なグラフは木幅が大きくなることが知られている．こ
のような場合，Courcelle の定理は適用不可能である．この課題に対処すべく，密なグラフに対
しても値が小さくなる汎用的な構造的パラメータがここ十年ほどで様々提案され，それらパラ
メータを基にした効率的なアルゴリズムが考えられてきた．しかし，統一的なアルゴリズムの理
論は発展段階にあった． 
 
２．研究の目的 

本研究では，疎なグラフ及び密なグラフ，両方に対して数値が小さくなるような，汎用性の高
い構造的パラメータを考える．その上で，Courcelle の定理のように，特定の性質を持った任意
の問題に対して適用可能な統一的アルゴリズムの構築を目指す．これにより，Courcelle の定理
が適用不可能であったグラフ構造に対しても，多様な問題の効率的なアルゴリズムを与えるこ
とが可能となる．一方で，適用可能なグラフが拡張された代償として，適用可能な問題の範囲は
狭まってしまうことが予想される．例えば，クリーク幅と呼ばれる，木幅よりも汎用的な構造的
パラメータに対して，統一的なアルゴリズムを構築する試みが既存研究で行われ，十分な成功を
収めた．しかし，Courcelle の定理が適用可能だったハミルトン閉路問題に対して，クリーク幅
を基にした効率的なアルゴリズムは構築できそうにない，ということも判明した[1]．つまり，
構造的パラメータの汎用性と，そのパラメータに基づく統一的アルゴリズムが構築可能な組合
せ最適化問題の範囲は，トレードオフの関係性にあると考えられる．そこで，本研究ではアルゴ
リズムの構築と同時並行的に，構造的パラメータを基にしたアルゴリズムの理論的限界を探求
する．これにより，統一的なアルゴリズムを構築する上で組合せ最適化問題に必要な性質が明ら
かとなる． 
 
[1] F.V. Fomin, P.A. Golovach, D. Lokshtanov, S. Saurabh, “Intractability of clique-width 
parameterizations,” SIAM Journal on Computing, vol.39(5), pp. 1941-1956, 2010. 
 
３．研究の方法 

本研究では主に「mim 幅」と呼ばれる構造的パラメータに着目した．木幅やクリーク幅が小
さいグラフは mim 幅も小さくなることが知られている．また，区間グラフ，置換グラフ，距離
遺伝グラフと呼ばれるグラフたちは，木幅やクリーク幅は大きくなりうるが，mim 幅は極めて
小さいことが知られている[2]．すなわち，mim 幅は木幅やクリーク幅よりも汎用的なパラメー
タであると言える．区間グラフ，置換グラフ，距離遺伝グラフに対しては Courcelle の定理が適
用できないものの，グラフアルゴリズム分野における経験則的に，これらグラフ上では多くの組
合せ最適化問題が高速に解けると知られている．このことから，mim 幅が小さいグラフにおい
ても Courcelle の定理のような統一的アルゴリズムが構築できるのではないかと考えた．事実，
文献[3]では，mim 幅が小さいグラフが与えられたとき，LCVP (locally checkable vertex 
partitioning problems)という枠組みに当てはまる問題全てに対して高速に動作するアルゴリズ
ムを与えている．そこで，本研究では文献[3]を調査し，効率的なアルゴリズムを達成するため
の根幹となる手法を解析した．また，mim 幅の概念を提唱した文献[4]を調査し，mim 幅が小さ
くなるようなグラフの特徴について解析を行った． 
 
[2] R. Belmonte, M. Vatshelle, “Graph classes with structured neighborhoods and algorithmic 
applications,” Theoretical Computer Science, vol.511, pp. 54-65, 2013. 



[3] L. Jaffke, O. Kwon, T.J.F. Strømmea, J.A Tellea, “Mim-width III. Graph powers and 
generalized distance domination problems,” Theoretical Computer Science, vol.796, pp. 216-
236, 2019. 
[4] M. Vatshelle, “New Width Parameters of Graphs,” PhD thesis, University of Bergen, 
Norway, 2012. 
 
４．研究成果 
本研究では始めに，mim 幅が小さいグラフにおける最大クリーク問題を扱った．最大クリー

ク問題はグラフ理論分野において最も基礎的な問題の 1 つであり，かつ，前述の LCVP の枠組
みに当てはまらないため，mim 幅に関する既存のアルゴリズムが適用できない問題である．そ
のため，最大クリーク問題を考えることは，本研究の目的を達成するための重要な足掛かりとな
ると考えた．その結果，当初の予想に反して，最大クリーク問題は mim 幅が極めて小さなグラ
フ（具体的には mim 幅が 2）ですら NP 困難であることを証明した．最大クリーク問題は，構
造的パラメータを基にしたアルゴリズムの研究において効率的なアルゴリズムが構築しやすい
問題と知られていた．したがって，この困難性の結果は構造的パラメータの分野における既存研
究との強い対比となっている．さらに，この困難性を証明する際に得られた手法を拡張して，特
定の性質を持つ任意の問題は全て，mim 幅が小さくとも NP 困難であることを明らかにした．
例えば，最大誘導クラスター問題や最大誘導弦グラフ問題は上述の性質を持つことから，即座に
mim 幅が小さいグラフですら問題が NP 困難であることが言える．すなわち，多種多様な問題
に対して，mim 幅を基にしたアルゴリズムの理論的限界を示すことができた． 
この困難性の成果により，LCVP の枠組みに当てはまらない問題に対しては，mim 幅が 2 で

あるようなグラフですら，統一的なアルゴリズムの構築は困難を極めると判明した．そこで次に
本研究では，構造的パラメータの汎用性を下げる代わりに，最大クリーク問題を含む多様な問題
を解く統一的なアルゴリズムの構築を目指した．汎用性を下げると言っても，任意の区間グラフ，
置換グラフ，距離遺伝グラフなどは mim 幅が 1 であることが知られており，依然として高い汎
用性を持つ．この方針の下で研究を行った結果，グラフの mim 幅が 1 であれば，統一的なアル
ゴリズムを構築可能であると示すことができた．この結果は，LCVP の枠組みに当てはまらない
問題であっても，最大クリーク問題，最大誘導クラスター問題，最大誘導弦グラフ問題などに関
しては，入力グラフの mim 幅が 1 であれば効率的に解けることを意味する．つまり，グラフの
mim 幅が 1 であるか 2 であるかが，グラフ上の組合せ最適化問題の計算複雑性に大きな影響を
与えることを示した．さらに，本研究で得られた結果は，「区間グラフ，置換グラフ，距離遺伝
グラフに対する問題は解きやすい」というグラフアルゴリズム分野における経験則に対して，
「それらグラフの mim 幅が 1 であるため」という理論的根拠を与えるものにもなっている． 
本研究では mim 幅以外にも様々なグラフの構造的パラメータを扱い，いくつかの組合せ最適

化問題に対して効率的なアルゴリズムの構築や困難性の証明を与えた．例えば，最短経路やグラ
フ点彩色の遷移問題，標的集合選択問題，グラフパッキング問題などが挙げられる．また，区間
グラフ上の最大幸福頂点集合問題を解く既存のアルゴリズムは，計算時間が非常に大きいとい
う課題があったが，mim 幅の研究で得たアルゴリズム手法を利用することにより，計算時間を
大きく改善することができた． 
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