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研究成果の概要（和文）：６つのグループにおけるモジュライ空間と算術多様体に関する幾何の構築と展開は世界的な
業績を上げたと言える．例えば，分担者の望月拓郎は2014年のソウルにおける世界数学者会議において名誉ある全体会
議の招待講演者に選ばれ，最近の成果の発表を行った．また，本研究費で進めたパリ・バルセロナ・京都を中心とする
都市間国際シンポジウムは毎年順調に開催され，国際共同研究に繋がっている．例えば，研究代表者の森脇とグルノー
ブル大学フーリエ研究所のChen氏の共同研究の成果は本としてまとめられつつある．

研究成果の概要（英文）：Our six teams made international and surprising progresses of constructions and 
developments on geometries on moduli spaces and arithmetic varieties. For example, Prof. Mochizuki, who 
is a member of this research project, was elected as a plenary speaker of Soul International congress of 
Mathematicians 2014. Moreover, we supported the intercity seminars between Paris, Barcelona and Kyoto by 
this project. We could produce a lot of significant international researches such as joint works of 
Moriwaki and H. Chen at Fourier Institute, Grenoble University.

研究分野： 代数幾何学
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1.研究開始当初の背景

モジュライ空間と算術多様体の研究は，一見無関

係のようであるが，その根幹において強く結びつて

おり，広い分野と関連しながら，数学の一つのメイ

ンストリームとして発展している分野である．研究

開始当初，この分野の研究では日本は世界的をリー

ドしており，数多くの優秀な研究者が京都大学にい

る状態であったので，京都大学を中心にこの分野に

関わる最前線の研究者を束ね，総合的な研究を推し

進めていくことを考えた．

2.研究の目的

ファルティングスのモーデル予想の解決の鍵となっ

たのはアーベル多様体のモジュライ空間の算術的な

意味でのコンパクト化であった．この例からもわか

るように，モジュライ空間と算術多様体の研究は無

関係ではない．最近のこの分野の研究は大きく発展

しており，多岐にわたっている．本申請でいう「モ

ジュライ空間」は狭義には古典的なものであるが，広

義にはある性質をもった数学的対象物の集まりと考

える．例えば，導来圏もある種の「モジュライ空間」

と理解できる．本研究では，京都大学を中心にこの

意味での「モジュライ空間と算術多様体の幾何」に

関わる最前線の研究者を束ね，個々の幾何の新しい

知見の発見と基礎的理論の構築に努め，その連携を

深め，予想外の展開に寄与できる研究を総合的に推

し進めていくことを目的とした．

3.研究の方法

多くの研究分野と研究者を抱えるため，下記の表

の６つの研究群を設けた．

研究群 研究内容

I ベクトル束のモジュライ空間の研究
II アラケロフ幾何の研究
III モジュライ空間から定まる不変量の研究
IV 導来圏と双有理幾何の研究
V 解析的捩率の研究
VI モジュライ空間と複素幾何の研究

また，それぞれの研究群の構成員は以下の通りであ

る．∗ がついているのが研究群の代表者である．

研究群 構成員　

I ∗ 向井　茂，阿部　健，稲場道明
II ∗ 森脇　淳，吉川謙一，川口　周
III ∗ 中島　啓，吉岡康太，望月拓郎
IV ∗ 並河良典，向井　茂，藤野　修
V ∗ 吉川謙一，森脇　淳，川口　周
VI ∗ 望月拓郎，吉川謙一，阿部　健

モジュライ空間と算術多様体の研究はそのとらえ

方により，多くの研究対象や研究方法がある．6 つ

研究群では，それぞれのテーマと研究方法に則って

最前線の研究を続け，知見を広め深める努力をした．

その一方で，それらを連携し，予想外の展開を促し

ていくために，テーマを定めた国際シンポジウム・研

究集会・セミナー等を随時開催した．それにより，多

くの新展開がもたらされたと言える．また，若手の

育成のために，研究員を２名雇用した．

4.研究成果

研究成果を年度・研究群ごとに詳述する．

2010年度

研究群 I：Enriques曲面のホモロジー的に鏡映な

対合の研究の続きとして，ルート不変量にE7型格子

をもつ Enriques曲面の定義方程式を調べた．その結

果，モジュラー不変量を用いて標準的楕円 fibration

の定義方程式を書き下せることがわかった．また，

Enriques曲面のMathieu 型の極大 semi-symplectic

有限群作用についても調べた．

研究群 II：如何なる双有理変換を施しても，Zariski

分解のできない算術的因子の例を発見した．また，

Dirichlet の単数定理を高次元算術多様体において定

式化し，基本予想の形にした．さらに，特別な場合

にこの予想が正しいことを示した．それ以外に，算

術的 R-因子から生じる線形系に基底条件を設けた場

合の体積についての考察をした．その結果，Zariski

分解について新しい知見を得た．

研究群 III：量子アファイン展開環のテンソル積の

構造について，代数的なアプローチと幾何学的なア

プローチ両方を研究した．代数的な方では，今まで

に分かっている結果を講義録として整理した．幾何

学的な方向では，箙多様体を用いて作られる合成積

代数の上の余積構造の一般論について研究した．ま

た，クラスター代数と次数付き箙多様体の上の偏屈

層の関係を特異台の立場から研究した．

研究群 IV：複素単純リー環の Slodowy slice が多

くの場合，普遍ポアソン変形を与えることを証明し

た．さらに普遍ポアソン変形を与えないケースをす

べて分類した．Darboux 型の定理を C∗ 作用をもっ

たシンプレクティック特異点に対して一般化した．

研究群 V：対称領域で助変数付けられた三次元

Calabi-Yau多様体の解析的捩率がモジュライ空間上

の保型形式のノルムで与えられる事を示した．また，

Borcherds Φ-関数の代数的表示を得た．

研究群 VI：良い有理型平坦バンドルと, そのス

トークス構造に関する理論を整備した. 不分岐型の

良い有理型平坦バンドルとストークス構造付局所系

の間のリーマン・ヒルベルト・バーコフ対応を確立

した. また, 不確定値の変動による良い有理型平坦バ

ンドルの変形の理論を整備した. さらに，調和バン

ドルや偏極付純ツイスターD-加群の理論が確立され

たので, それを受けて混合ツイスターD-加群につい

ての研究を進めた. 齋藤盛彦やベイリンソンによる



アイディアを基にして, 関手性や実構造についての整

備を行った.

2011年度

研究群 I：Enriques 曲面に Mathieu 型の semi-

symplectic作用をもつ有限群を分類した.また，ルー

ト不変量を用いて，自己同型群が almost abelianな

Enriques 曲面を分類した. 種数 16 の K3 曲面のモ

ジュライの単有理性の論文を公開した.

研究群 II：算術的トーリック多様体における巨大

な算術的因子が Zariski 分解をもつための必要十分

条件を決定した．さらに，算術的トーリック多様体

においてはDirichlet の単数定理の類似が成り立つこ

とを示した．さらに，算術曲面上での算術的因子に

関する一般化された Hodge の指数定理の等号条件

は，その算術的因子がネフであるということを示し

た．その応用として，Zariski 分解の数値的性質を証

明することに成功した．

研究群 III：手鋸箙多様体のホモロジー群に shifted

Yangian代数の表現が構成されるという Braverman

らの研究を用いて，shifted Yangian代数の既約表現

の次元を，手鋸箙多様体のトーラス固定点の交叉ホ

モロジー群を用いて表す公式を証明した．さらに，そ

のトーラス固定点を以前に研究していた次数付き箙

多様体と同一視することによって，交叉ホモロジー

群を計算し、Kazhdan-Lusztig多項式と結びつけた．

研究群 IV：Darbouxの定理は，シンプレクティッ

ク多様体上のシンプレクティック形式が局所的に一意

的であること主張する．この主張を C∗-作用をもっ

たシンプレクティック特異点に対して定式化し証明

した．さらに，斉次多項式の完全交差であらわされ

るアファインシンプレクティック多様体は，複素半単

純リー環のべき零軌道閉包であることを証明した．

研究群 V：BorcherdsΦ関数の代数的表示を求め,

その応用として BorcherdsΦ関数に対する Thomae

型公式, Freitagテータ関数との関係, CM点におけ

る値の幾何学的解釈を得た.

研究群 VI：2次元トーラス T と 2次元ユークリッ

ド空間R2の直積 T ×R2上の L2-インスタントンの

漸近挙動について研究し，トーラス T 上のワイルド

調和バンドルと T × R2 上の L2-インスタントンの

間の Nahm変換が得られました．さらに，常微分方

程式の不確定特異点のストークス構造と類似の現象

が，L2-インスタントンの研究でも現れることを洞察

した．

2012年度

研究群 I：有限Mathieu型作用の分類に関する大

橋久範氏との共同研究には幾つかの極大群が現れる．

これらの作用する Enriques曲面の定義式を具体的に

書くことを試みた．

研究群 II：算術的因子に対して得られている基本

定理（算術的体積関数の連続性，算術的一般ホッジ

指数定理，算術的藤田の近似定理，算術的ザリスキ

分解等）をアデリック因子に拡張した．

研究群 III：箙多様体の同変ホモロジー群上には，

Yangianの表現の構造が入ることが示されているが，

その余積の幾何学的な構成はなされていなかった．こ

れを与えたMaulik-Okounkovの結果を偏屈層の枠組

みの中で定式化した．

研究群 IV：アファインなシンプレクティック多様

体は，代数幾何や幾何学的表現論で重要な働きをす

る．中でも，複素半単純リー環のべき零多様体は特

に重要である．アファイン空間の中で斉次多項式の

完全交差としてあらわされる特異アファインシンプ

レクティック多様体は，べき零多様体になることを証

明した．

研究群V：Enriques曲面の５次元射影空間の (2,2,2)

型完全交叉表示を用いて, BorcherdsΦ-関数の代数的

表示を得た. 即ち, BorcherdsΦ-関数の値をEnriques

曲面の周期積分と定義方程式系の終結式として表示

した. また, 対数的 Enriques曲面の解析的捩率を求

め, それがDel Pezzo曲面のKaehlerモジュライ上の

保型形式で与えられる事を示した.

研究群 VI：調和バンドルの理論を応用すること

で，M. Guestと C. S. Linによって研究されていた

2次元戸田格子の実数値解の分類を行なった．さら

に，戸田格子の解に同伴する半無限ホッジ構造の変

動のストークス構造をパラボリックウェイトと結び

つける明示的な公式を得た．これとは別に、昨年度

に引き続いて二重周期インスタントンの研究を行な

い，楕円曲線線上のワイルド調和バンドルと二重周

期インスタントンの間のナーム変換による対応を確

立した．

2013年度

研究群 I：Enriques曲面の自己同型群に関して大橋

久範氏と共同で二つの成果を得た．一つは，Enriques

曲面に semi-symplecticに作用できる有限群の分類で，

これまで課して来たMathieu型という条件を外して

実行した．もう一つは，自己同型群の中に有限生成非

可換自由群を指数有限の部分群としてもつ Enriques

曲面の発見である．

研究群 II：今年度は，ディリクレの単数定理の高

次元算術多様体における類似について考察した．成

り立つための十分条件は多く知られており，アラケ

ロフ幾何の中心的テーマの一つである．今年度の研

究で，グルノーブル大学の Huayi Chen 氏との共同



研究で，成り立つための必要条件を研究し，算術的

力学系において，否定的な例があることを発見した．

研究群 III：４次元ユークリッド空間上のインスタ

ントンのモジュライ空間の交叉コホモロジー群の構

造について研究し，W代数の表現の構造を持つこと

を示した．

研究群 IV：良い C∗-作用を持つアファインシン

プレクティック多様体 X に関して X の非特異部分

の代数的基本群は有限であることを証明した．さら

に， X がクレパント特異点解消 Y をもつとき，コ

ホモロジー空間 H2(Y,C)は，Y の普遍ポアソン変

形の底空間とみなせる一方, Pic(Y )⊗C ともみなせ

る．この事実を用いて，Y が森夢空間であることを，

新たな視点から証明した。　

研究群 V：川口周・向井茂と共同で，Borcherdsの

Φ関数に対する代数的表示を得た．また，馬昭平（東

工大）と共同で，対合付き K3曲面の解析的捩率不

変量を一つの例外を除き全て決定した．さらに，カ

ラビ・ヤウ軌道体に対する不変量を解析的捩率を用

いて定義し，Borcea-Voisin軌道体の場合に一つの例

外を除きその不変量を決定した．

研究群 VI：周期性を持つモノポールのナーム変換

に関する S. Cherkisと A. Kapustinによる結果を精

密化を試みた．周期性を持つモノポールのディラク

型特異性や無限遠での挙動, さらに, そのようなデー

タが, ナーム変換によって得られる調和バンドルの特

異性とどのように関連づけられるかを調べた．

2014年度

研究群 I：正 8 面体的な種数 2 曲線の Jacobian

Kummer 曲面を K3 被覆とするある Enriques 曲面

の自己同型群を研究し，8個の対合の自由積を指数

192の正規部分群として含むことを示した．また，5次

元射影空間内のReye合同でないある 10次 Enriques

曲面に対して，その定義方程式系を具体的に求めた.

研究群 II：複素固有代数多様体上に半豊富な可逆

層 L とその連続な計量 h が与えられているとする．

Zhangは Lが豊富で hが滑らかな半正定値な計量の

場合，その計量は半豊富計量であると予想した．今

年度は，その予想を超えたさらなる一般化である結

果を得た．すなわち，L が半豊富で h が連続な半正

定値な計量の場合，h は半豊富計量であることを示

すことに成功した．さらに，非アルキメデス的体上

でも類似の結果を得た．

研究群 III：2013年度に得た４次元ユークリッド

空間上のインスタントンのモジュライ空間の交叉コ

ホモロジー群の構造に関する研究成果を論文として

まとめた．また，３次元N = 4ゲージ理論のクーロ

ン枝の数学的な定義について研究し，そのアファイ

ン多様体としての定義を与えた。

研究群 IV：Conical symplectic variety に関連し

たポアソン変形，双有理幾何について研究した. もっ

ともあたらしい結果は，「次元と極大ウエイトを固定

すると, conical symplectic varietyの同型類は高々有

限個である」という有限性定理である.

研究群 V：吉川が２００４年に導入した対合付き

K3曲面の解析的捩率不変量を，モジュライ空間上の

関数として決定した．対合付きK3曲面は 75種類の

変形型より成り，夫々が直交型モジュラー多様体をモ

ジュライ空間に持つ．解析的捩率不変量は明示的な

ボルチャーズ積とジーゲル保型形式の積のピーター

ソン・ノルムで与えられ，結果的に全て楕円モジュ

ラー的である事が示された．

研究群 VI：Kontsevich 複体に関する Esnault-

Sabbah-Saito-Yuの結果に, 混合ツイスター D加群

の観点から見通しの良い別証明を与えた. 超幾何微

分方程式系上の混合ツイスター構造と, そのミラー対

称性への応用を研究し, トーリック完全交叉に付随す

る量子D加群上の一般化ホッジ構造についての予想

を証明し, トーリック局所ミラー対称性における局所

量子 D加群の同型を得た.
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