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研究成果の概要（和文）：本研究は，幾何構造，位相不変量，計算の三つの概念をリンクさせ，閉曲面のトポロジーに
おいて種数が果たす役割をモデルに，３次元多様体のトポロジーの研究を深化させ，１０年後の３次元多様体論の標準
的教科書に登場するような項目について基本的な成果を得ることを目指した．そして５年間にわたる研究により，幾何
構造および幾何学的群論の側面，１，２次元の対象を経る不変量の側面および計算トポロジーの側面でいくつかの基本
的成果を得た．そのなかで，曲面の自己同型のエントロピーとその写像トーラスの単体体積の比較研究は，本研究の特
徴的な成果としてあげることができる．

研究成果の概要（英文）：Based on the role of genus in surface topology, we planned to develop the 
3-manifold topology by bridging three concepts, geometric structures, topological invariants and 
computing，and to obtain fundamental results on several topics which are supposed to appear in the 
standard textbooks of 3-manifold theory in 10 years. We then have obtained in the last 5 years a few 
fundamental results on the geometric structures and geometric group theory, on the invariants coming from 
1 or 2 dimensional objects and on computational topology. Among them, the comparison study for entropy of 
surface automorphisms and simplicial volume of their maping tori could be featured.

研究分野：幾何学・トポロジー
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１．研究開始当初の背景 
 3 次元トポロジーの研究は 19 世紀末の 
Poincare に遡る．1904 年に提唱された「3次
元閉多様体は単連結であれば3次元球面にト
ポロジーが等しい」と主張するポアンカレ予
想は，20 世紀のトポロジー研究の進展を力強
く牽引したことはよく知られている．それが
1982 年に Thurston により幾何化予想として
昇華され，Perelman により解決されたのは
2003 年である．ところが，幾何化予想の解決
は計量の制御を主とした局所的な議論の帰
結であり，3 次元多様体の大域トポロジーの
理解には必ずしも満足には答えていない．曲
面のトポロジーが種数で分類されるという
事実に対応する命題が，3 次元では欠けてい
るのである． 
 このため幾何化予想解決以降，トポロジス
トはより3次元トポロジーの深い理解を求め
る方向へ研究を進めた．こうした状況下で研
究代表者がとくに注目したのが，「幾何構造」
と各種の「位相不変量」，およびそれらの具
体的な「計算」によるアプローチであった． 
 
２．研究の目的 
 Perelman による幾何化予想の解決と，多種
多様な不変量の出現，そして不変量計算アル
ゴリズムの開発により，本研究開始時には 3
次元多様体論は新たな局面に入っていた．そ
れゆえ本研究の立案時には，3 次元多様体に
ついて適当な見通しを設定することが必要
であった．そこで本研究は，「幾何構造」「位
相不変量」「計算」の三つのキーワードをリ
ンクさせ，閉曲面（2 次元多様体）のトポロ
ジーにおいて種数が果たす役割をモデルに，
3 次元多様体のトポロジーの研究を深化させ，
10年後の3次元多様体論の標準的教科書に登
場するような項目を精査抽出し，各項目につ
いて基本的な成果を得，さらなる理論展開の
基盤を築くことを目指した． 
 大きく設定した本研究の目的は終了する
現時点で十分に達成されたとは言えないが，
現在も多くの3次元多様体論再構成の試行研
究が進行中であり，その中で我々の方向性は
一定の評価を得ている． 
 
３．研究の方法 
 3 次元多様体論の深化を目指すという大き
な目標に対し，研究開始の時点で方向性を一
つに定めるのはたいへん難しかった．そこで，
専門性が極めて近い近隣研究分担者および
連携研究者計9名の協力を得てスタートした．
そして研究の質を維持するため研究組織を
適宜更新させながら，幾つかの課題を同時進
行させることとした． 
 課題を大きく括ると三つで， 
① 幾何構造（とくに双曲構造），幾何学的
群論の側面 
② 3 次元多様体の中の 1,2 次元の対象を経
由する不変量の側面 
③ 計算トポロジーの側面 

である．これらの分類の下で，各種のより具
体的な取組み課題を設定した． 
 本研究は理論研究のため具体的目標を時
系列に設定することは難しく，たとえば実際，
当初具体的目標に含めていたヴァーチャル
ファイバー予想は思いもかけず 2012 年に
Agol により解決されるという事情が生じ，そ
の後の課題に Agol のアイデアの精査を含め
るなど，逐次体制を見直しながら研究を進め
た． 
 一方，研究分担者および連携研究者同士の
学術的情報共有と相互啓発を意識して研究
連絡を極力日常的に行うように努めた．また，
研究組織外からの情報収集のため，関連研究
者を短期間招へいしての集中的討論を逐次
実施した．さらに，研究成果の公開および情
報収集のため研究集会への参加，関連研究集
会の開催を主催あるいは共催により支援し
た．その数は 5 年間で 13 件あり，これらの
イベントには国際性を十分取り込んだ．一例
を記すと，最終年度の夏に東京大学大学院数
理科学研究科で開催した国際研究集会
「Hyperbolic Geometry and Geometric Group 
Theory」には，研究代表者が計画の段階から
深く関わり，本科研費からは相当額を支援し
た．参加者数は 195 名，うち 71 名が国外か
らの参加であり，その多くが自らサポートを
得て来日したことは印象的であった． 
 
４．研究成果 
 本研究は「3 次元多様体論の深化」という
大きな目標を掲げており，目標達成には正直
言って道半ばであるが，課題にそった成果を
幾つか挙げることができる．ここでは研究代
表者が直接関わる研究，およびそれとは独立
した複数年度参画いただいた研究分担者の
研究の一部を記したい． 
 研究代表者および研究分担者の金英子と
高澤光彦は，曲面の自己同相写像のエントロ
ピーとその写像トーラスの単体体積の関係
について一連の研究を進め，研究期間中に数
本の論文を完成させた．本研究に先行して
我々は，曲面のトポロジーを固定し，さらに
自己同相写像が擬 Anosov 型のとき，エント
ロピーと体積の比が下から正の定数で抑え
られることを示していた．この場合曲面束は
双曲構造を持ち単体体積は定数倍を除いて
双曲体積と一致する．本研究期間中に研究代
表者は，擬 Anosov とは限らない一般の自己
同相写像に対して同様の事実が成立するこ
とを証明した．さらにこの評価の改良を試み，
McShane氏と共同で，擬Anosov型に対しては，
オイラー数をかけることにより正規化され
たエントロピーと写像トーラスの双曲体積
の比が，曲面のトポロジーとは独立な正定数
で下から抑えられることを示し，プレプリン
トとして arXiv にアップロードし，現在学術
誌に投稿中である．その証明に粗（coarse）
幾何のアイデアが必要であり，新しい 3次元
多様体論においては幾何学的群論のアイデ



アを絡めることが重要であることを確認し
た． 
 また，金・高澤との共同研究では 3鎖絡み
目の補空間であるマジック多様体の Dehn 手
術で生じる双曲構造を持つ曲面束について，
計算機実験に基づく組織的な数値不変量の
振る舞いの研究を進め，とくにファイバーの
トポロジーを固定した時のエントロピーの
予想される最小値に関する多くの知見を得
た．これはまさに，「幾何構造」「位相不変量」
「計算」の三つのキーワードを絡めた本課題
らしい研究といえる．さらにこの研究で
McMullen による Teichmuller 多項式が組織
的計算に大変有効であったことを念頭に，現
在，よりワイルドだが基本的と思われる 5鎖
絡み目の補空間に対する同趣旨の研究を進
めている． 
 一方．研究分担者である藤原耕二は本研究
期間中に幾何学的群論分野でたいへん質の
高い研究業績を挙げた．とくに Bestvina と
Bromberg との共同研究は，多くの幾何学的に
興味深い群の擬木と呼ぶ新しい幾何学的対
象への作用を与え，各種の面白い幾何学的帰
結を統一的に導いた．そのひとつとして，写
像類群の漸近次元が有限であることが示さ
れている．この論文は学界できわめて高い評
価を受けている． 
 他方，研究分担者である逆井卓也は，本研
究期間中に写像類群等の代数的構造に関す
る研究分野で多くの示唆に富む研究業績を
挙げた．とくに森田茂之・鈴木正明との共同
研究による一連の研究は特筆に価する．その
中の一つであるが，11 元生成の自由群の外部
自己同型群の整 Euler 標数の計算は，研究対
象が大変豊かであること目の当たりに記す
結果であり，専門家には色々な意味で衝撃を
もって受け止められている．ちなみにこの計
算は東工大のスーパーコンピュータ TSUBAME
に依っており，本研究が掲げたキーワードの
中の「位相不変量」と「計算」を絡めた一つ
の大きな成果である． 
 この他，研究分担者上正明による 4次元多
様体の詳細な研究，石川剛郎による特異点の
優れた研究，河澄響矢による写像類群の秀逸
な研究があるが，ここではその成果を省略す
る． 
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