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研究成果の概要（和文）：本研究の目的である，グラフ構造を利用した伝搬型アルゴリズムの数理的解明に関しては，
近似確率計算の代表的手法である確率伝搬法に対して，グラフゼータ関数を用いた新たな数学的解析法を導入して，従
来のアプローチよりも精緻な結果が得られることを確認した．また，ループ展開の方法により，近似精度に関する理論
的結果も得た．
　また，期待値伝搬法の理論解析の数理基盤としてカーネル法に基づく無限次元指数分布族を導入して，それを用いた
推論法の提案との理論的性質の解明を行った．

研究成果の概要（英文）：As a new mathematical method for analyzing propagation algorithms on graphs, a nov
el Graph zeta function has been proposed for the analysis of the loopy belief propagation algorithm, and u
sed for revealing stronger theoretical results than the known ones. Also, a method of loop expansion has b
een proposed for analyzing the approximation error of the loopy belief propagation.  
  As a mathematical foundation of the expectation propagation, an infinite dimensional exponential family 
has been proposed based on positive definite kernels, and its estimation methods and theoretical propertie
s have been studied. 
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１． 研究開始当初の背景 
情報通信や生命科学などの発展により生

じた，複雑な構造を持つ高次元・大容量デー
タに対する統計的推論には，グラフィカルモ
デルを利用した階層モデルなど複雑なモデ
リングが不可欠である．有限状態の変数を含
む推論には計算量の組み合わせ的爆発が，連
続変数に対しては積分の数値計算が必要と
なることが多く，有効な計算アルゴリズムの
研究が極めて重要な課題となっていた． 
本研究では特に，グラフ構造によって記述

される確率分布（グラフィカルモデル，マル
コフランダム場）を用いた推論に適用される，
グラフ構造を利用した効率的近似計算アル
ゴリズムの数理的理解を主なターゲットと
する．代表的方法である確率伝搬法は，多く
の実問題でその有効性が示されているが，そ
の収束性や正確性などについての理論は，単
ループなど特別な場合の正確性や収束性に
関する緩い十分条件が与えられている程度
で，多くの理論的性質が依然として未知のま
ま残されていた．したがって，伝搬型アルゴ
リズムの持つ本質的な構造を定式化し，上記
のアプローチを統合するような数理的道具
の開発が望まれていた．  
 
２． 研究の目的 
本研究は，グラフを用いた伝搬型アルゴリ

ズムに対して新しい数理基盤を創成し，アル
ゴリズムの収束性，収束解の近似性能に関す
る理論解析を行い，アルゴリズムの改良とそ
の応用を図ることを目的とした． 
 特に， 
① 伝搬型アルゴリズムの位相幾何的研究 
② 伝搬型アルゴリズムの代数幾何的研究 
③ 期待値伝搬法の無限次元情報幾何的研究 
の 3 点をその具体的目的として設定した． 
 
３． 研究の方法 
代表者の福水と研究協力者の渡辺が提案

した，確率伝搬法とグラフゼータ関数（伊原
ゼータ関数）との関係に基づいて，伝搬型ア
ルゴリズムの数理解析に対する，位相的・代
数的不変量に基づく新しい方法論を構築す
る．また，確率伝搬法のアルゴリズムは統計
物理で考察されてきた計算手法と密接な関
係にあるため，グラフの様々な位相的・代数
的不変量と統計物理的量との関係を考察し，
アルゴリズムの解析をより深化させる． 
また，効率的計算アルゴリズムの数理解析

に対する新しい方法論として，ホモロジー代
数的な手法を用いた代数的方法論を考察す
る．数学分野においては，幾何学的対象の位
相的性質は，ホモトピー，ホモロジーなどの
代数的量で表現して解析することによって
系統的な研究を行う方法論が確立している．
そこで，グラフ上のさまざまな伝搬アルゴリ
ズムに関連して定義されたグラフの不変量
に対し，そこから導かれるホモロジー代数的
な量を考察することにより，グラフの位相

的・代数的性質とアルゴリズムの関連を系統
的に研究する方法論を構築していく． 
さらに，無限次元指数型分布族を用いたア

ルゴリズムの解析を行う．福水が提案した無
限次元指数型分布族は，通常の有限次元指数
型分布族から外れた分布族にも指数型分布
族と同様の議論を可能にするので，この概念
を，分担者の池田・田中が発展させた情報幾
何的アプローチと統合し，期待値伝搬法の情
報幾何的解析を研究する．  
 
４． 研究成果 
 以下に本研究の主たる成果に関して述べ
る． 
 
（１）グラフ上の伝搬アルゴリズムの最も代
表的な近似計算アルゴリズムは，確率伝搬法
と呼ばれる周辺分布の近似計算アルゴリズ
ムである．このアルゴリズムは，ベイズ推論
における事後確率の計算などに必須であり，
マルコフ確率場による推論や，符号の復号ア
ルゴリズムなど，多くの応用で有用性が確認
されているが，収束性や近似精度を理論的に
研究することは必ずしも容易でない．この研
究では，グラフ上定義される井原ゼータ関数
を拡張し，確率伝搬法のダイナミクスやそれ
を記述するためのベーテ自由エネルギーと
の関連を明らかにした．ベーテ自由エネルギ
ーは，その鞍点が確率伝搬法の安定点と一致
することが知られており，確率伝搬法のダイ
ナミクスを議論するためによく用いられて
いる． 
 より具体的には，グラフ  のノ
ードを添え字に持つ有限状態確率変数 

の同時分布を 
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によって与えるとき，周辺分布 を与え
る計算を効率的に行う方法が確率伝搬法で
ある．グラフがサイクルを持つ場合には，一
般には確率伝搬法は厳密な値を与えるとは
限らないことが知られている． 
 グラフゼータ関数  は，グラフ  を
有向グラフと見たときに，有向エッジ集合 
を変数に持つ関数である（定義は文献①を参
照）．本研究では， 

∈ ∈

 

が成り立つことを示した．ここで はベーテ
自由エネルギー， はノード の次数を表す．
さらに， が確率伝搬法の安定点で与えられ
るとき，上式はさらに 

 
に一致することを示した．ここで は確率
伝搬法の１ステップのダイナミクスを表し



ている．
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は高々一つである．
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性の条件となっており，
収束点の一意性に対する十分条件を与えて
いる（図
に関してこれまで知られていた事実よりも
強い結果である．
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図 2．カーネルベイズ則のイメージ
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