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研究成果の概要（和文）：様々な空間的パターンを記述する反応拡散系に代表される散逸系のモデル方程式において，
パターン形成に対応する空間的構造をもった解の存在や安定性が研究されている．今回の研究では，局在パターンとよ
ばれるある領域に拡散物質が集中化する現象において，モデル方程式のもつ非局所的効果の役割を数学的に研究し，そ
の数理的メカニズムを明らかにした． 具体的には，２つの未知変数の積分量の和が保存される反応拡散系において，
局在パターンを表す定常解の安定性が積分項による非局所効果に依存していることを数学的に証明した．さらにその手
法を他のモデル方程式の研究にも応用し，安定性に関する新しい知見を与えた．

研究成果の概要（英文）：There are various dissipative systems which are proposed as mathematical models de
scribing pattern formations. In particular, corresponding solutions to pattern formations of reaction-diff
usion systems have been much studied. In this research we have shown a new mathematical mechanism for nonl
ocal effects working in emergence of localized patterns. More specifically, we have studied 2-component re
action-diffusion systems with conservation of mass and proved that the nonlocal effect coming from the mas
s conservation is connected to the stability of the localized pattern. We also have developed the mathemat
ical method and applied it to other model equations. 
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１．研究開始当初の背景 
BZ 反応を代表とする化学反応系では，空間
的パターンの自発的生成が観測されること
は有名である．また，生体内の細胞レベルの
現象においても複雑な生化学反応の結果と
して細胞極性のような局在パターンが自発
的に生成する．一方，超伝導のような量子的
効果が働く物理現象でも，外部磁場などの効
果により巨視的な空間構造をもったパター
ンが生成することが知られている．このよう
なミクロレベルの複雑な相互作用を持つ系
において，ある種の秩序をもった空間的構造
が自発的に発生する現象の理解のため，現象
の本質的な役割をする変数にのみ着目して
モデル化された現象論的モデル方程式が重
要な役割を果たすが，その数学的メカニズム
として非局所的な効果が重要であることが
知られている．しかし，個別のモデル方程式
に対する研究に偏り，統一的な観点からの数
学的な研究が望まれていた． 

 

２．研究の目的 
今回の研究は，エネルギー散逸を伴う系に
おいて提案されている局在パターンの生成
に関する現象論的モデルに焦点を当て，個別
のモデル方程式の研究を基にしながらも，局
在パターンが非局所的効果によって生成さ
れるメカニズムについて，数学的な研究を深
め，数学の解析手法の開発と応用とともにモ
デル方程式を統一的に視る数理的視点を提
供することを目的とする． 
具体的には，以下のことを研究する． 
１）保存量をもつ反応拡散系における局在
パターンの存在と安定性の理論を確立する． 
一様な状態から拡散によって多数のモード
が不安化するチューリング不安定化が起こ
るにも関らず，最終的には集中化によって一
か所にパターンが局在する原理を数学的に
明らかにする．また，その解析手法および視
点を、他の関連したモデル方程式の研究に適
用する． 
２）超伝導のＧＬ方程式は秩序パラメータ
と磁場の方程式がカップリングしている．領
域が位相的に複雑な場合，安定なパターンが
複数個存在し得る．これに外部磁場をかけて，
どのようなパターンが最も安定化するかを，
領域の位相と外部磁場の関係から明らかに
する．磁場は秩序パラメータのフェーズに非
局所的に作用する．この作用を制御すること
によって，パターンが選択される．このメカ
ニズムを数学的に明らかにする． 
３）応用として反応拡散系の局在パターン
を制御するような外力を逆に決定する．また，
非局所的働きをする変数を加え局在パター
ンを制御する手法を開発する．  

 
３．研究の方法  
研究グループは非線形偏微分方程式の理
論解析のメンバーをコアに，シミュレーショ

ンやモデリングに長けた研究者が加わる体
制をとる．テーマごとに，数学的な解析を主
に進めるグループ，数値計算やモデリングの
観点を取り入れて研究するグループ，数理モ
デルや数学的結果を現象論的な観点から検
証するグループなどに分けて効率的に研究
を進めるとともに，グループ間での横断的な
議論も取り入れる．これらの活動を推進する
ために，研究打合せ，セミナーの開催，国内
外の研究集会への参加などを行う．必要なら
海外からも研究者を招聘し情報交換をする．
数学的な解析をコアにしながら，数学的な解
析が難しい問題には，シミュレーションや計
算機援用解析と呼ばれる手法の導入も検討
する． 
 
４．研究成果  
研究の目的にある具体的な目標の１）につ
いて： 
保存量をもつ 2変数反応拡散方程式系の定
常問題は非局所項をもつ単独の半線形楕円
型方程式に帰着できるので，その解はあるエ
ネルギー関数に関する臨界点として特徴づ
けることができる．この単独の問題における
安定性と，元の 2変数の反応拡散系における
平衡解としての安定性は一般には対応しな
い．しかし，あるクラスの方程式系では，そ
れぞれの場合の不安定次元を比較すること
ができ，不安定次元と安定性について対応が
つくことを証明した．この結果，安定解の空
間形状は領域に依存し，1次元の場合は 1モ
ードの解しか安定にならないことが明らか
になった．これらの安定性の関係を調べると
きにSpectral Comparisonという手法が使え
ることを着想し，森田と神保はこの手法を格
段に発展させた． 
２）について： 
超伝導の Ginzburg-Landau(GL)モデルで
は，外部磁場の効果が秩序変数の位相に非局
所的に作用し，安定な状態が磁場の強さによ
って変化する．これを数学的に詳しく調べる
ために，1 次元の周期境界条件の場合に対象
を絞り研究した結果，定常問題が非局所項の
ある秩序変数だけの方程式に帰着され，その
安定性に関する結果を得た． 
３）について：保存則の無い通常の反応拡
散系についても以下のような成果をあげた．
小川らは，２変数の反応拡散系で拡散不安定
化によりパターンが生じることが知られて
いるが，適当な２次元領域では，ロール解（バ
ンド状の解）と六角パターンなどが共存する．
これらは非線形項によりいずれかが安定に
出現する．適当な非局所的な制御入力を印可
することで不安定であった六角パターンな
ど所望のパターンを安定化させることがで
きることが示された．さらにウェーブ不安定
化で現れるパターンにも同様の制御を行い，
六角定在波や六角進行波パターンなども安
定化させることができる． 
森田と神保らは，やはり 2変数の拡散不安



定化が起こるようなFitzHugh-Nagumo型の
方程式系について，その定常問題が Green関
数で表される非局所的な項をもつ楕円型の
方程式になることに着目し，１）で述べた
Spectral Comparison の手法を応用して，平
衡解のまわりの運動を特徴づける不安定多
様体の次元について新たな結果を得た． 
４）その他の成果について： 
数学・数理科学の研究においては，目標の研
究だけでなくその途中で新たな発見が生ま
れる．以下はそれらの成果である． 
神保は，位相的に特徴のある領域での研究
に関連して，小さな穴あるいは細いトンネル
をもつ領域におけるラプラシアンの固有値
の漸近公式を得た. また，磁場のある場合の
微分作用の研究に関連して，滑らかな３次元
の領域変形に対するマックスウェルの作用
素の固有値の摂動公式や，小さな穴をもつ３
次元の領域におけるマックスウェルの作用
素の固有値の漸近公式を導出した． 
小川らは，反応拡散系の非局所的効果がダ
イナミクスに与える影響について研究して
いる過程で，周期進行波解のエックハウス不
安定性を発見し，これにより周期進行波解が
交互脈動的な進行波にホップ分岐すること
がわかった．これはスパイラル波の不安定化
を議論するための重要な知見を与える結果
である． 
宮本らは，定常問題に現れる半線形楕円型
方程式の研究に関連して，ソボレフ優臨界の
増大度を持つ様々な楕円型偏微分方程式の
解構造を解明した．この方程式は，変分法に
よる一般的な手法が適用できないため，その
解構造はいくつかの特殊な場合を除き未解
明であった．球領域上の正値解に制限すると
無限個の解の存在など，いくつかの特殊な場
合に知られていた性質が，ある程度一般的な
非線形項に対しても成り立つことを明らか
にした． 
町田らは，超伝導のモデルに関連した成果
として，鉄系超伝導体のもつマルチバンド超
伝導性から複数の秩序パラメータ間の結合
がジョセフソン結合と同じ数学で記述され
ることを微視的理論から導出し，ジョセフソ
ン効果，磁束量子，量子トンネル効果等の理
論を構築した．また，トポロジカル超伝導体
と呼ばれるトポロジーにより守られた超伝
導状態が顕れることが指摘され，この理論的
研究を行い，現象を予言する成果を得ている．  
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