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研究成果の概要（和文）：生体組織の粘弾性率を非侵襲的に測定する elastography のデータ

解析とそれに関連する放物型方程式に対するLSM(linear sampling method)及び異常拡散

方程式に対する Carleman 評価について研究し、十分な成果を挙げた。この数年間研究を

行ってきた深さ方向に非均質な残留応力を持つ半無限弾性体に対する Rayleigh 波の速度

分散公式を完成した。通常の橋やビルの構造物の基本ユニットであるコンクリート・鉄接

合梁のコネクターの損傷同定問題に対する逆解析手法を与えた。 
 
 
研究成果の概要（英文）：Some studies were done and obtained sufficient results on the data 
analysis of elastography which measures the visco-elasticity of tissues in a living body 
non-invasively, and as their related studies, the LSM (linear sampling method) for 
parabolic equations and Carleman estimate for anomalous diffusion equations.  We 
completed our recent year study on the dispersion formula of the speed of Rayleigh wave 
for half space depth dependent anisotrpic elastic media with residual stress. We gave an 
inversion scheme for detecting damage of connectors of steel-concrete composite beam. 
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１． 研究開始当初の背景 
本研究では、固体の弾性変形を記述する弾性

方程式系の逆問題（建設・材料・医療分野に

おける超音波検査、土木・環境・資源・地球

物理分野における弾性波探査など）、そして

固体の力学特性として粘性を考慮する必要
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がある生体やプラスチックなどの粘弾性体

の方程式系の逆問題研究とそのために必要

なこれらの方程式系の解の構造解析を、研究

目的とした。これらの方程式系は複雑である

ばかりでなく、特殊な形をしているために研

究が難しく、本研究目的に関するこれまでの

数学研究は立ち遅れていた。例えば残留応力

を持つ等方弾性方程式系は、通常の弾性方程

式系の対称性を満たさない、非等方な方程式

系である。また、生体組織の変形を記述する

等方粘弾性方程式系のポアッソン比は 1/2 に

近く、近似的に非圧縮である。そして脳の生

体組織を記述する粘弾性方程式系では分数

階時間微分が現れるなど、これまでの方程式

系に見られない新しい特徴を持つ。従ってこ

うした難しさを持つこれらの方程式系の解

の構造解析を踏まえた本研究の逆問題解析

は、極めて先駆的な研究を意図していたと言

える。 
 
 
２． 研究の目的 
超音波検査や弾性波探査などの非破壊検査

の逆問題は、何れも固体の弾性変形を記述す

る弾性方程式系の逆問題としてモデル化さ

れ、計測データ（例えばある場所での弾性体

の変位情報、即ち弾性方程式系の解の情報）

から固体中の未知境界（例えば弾性体中に埋

め込まれている未知剛体や空洞の境界、即ち

弾性方程式系の解やその境界応力がゼロと

なる未知境界）や未知力学特性（即ち弾性方

程式系の未知係数）を同定（決定と同義）す

る問題である。生体やプラスチックなど固体

の力学特性に粘性を考慮した場合には、弾性

方程式よりも複雑な粘弾性方程式系をモデ

ル方程式系として考える必要がある。 
本研究の目的は、これらの方程式系を弾性方

程式族と呼び、それを用いて記述される逆問

題について研究することである。即ち、弾性

方程式族の境界値問題や初期値境界値問題

の解の情報を用いて、弾性方程式系の未知係

数やこれらの問題を考察している空間領域

や時空間領域における未知境界の同定に関

する応用上重要な未解決問題について、順解

析と逆解析を行う。順解析としては弾性方程

式族の解の構造の研究、逆解析としては順解

析結果を踏まえた逆問題の解（未知境界や未

知力学特性）の一意性（逆問題の解が一意決

定性）、安定性（逆問題の解が計測データに

関する連続的依存性）、構成法（再構成法と

呼ばれている）の研究を行うことである。 
 
 
３． 研究の方法 
研究目的の具体的な実現として、次の四つ 
(1)非定常粘弾性方程式系の逆問題研究、(2)
定常粘弾性方程式系の逆問題研究、(3)残留応
力を持つ等方弾性方程式系の逆問題研究、 
(4)鉄・コンクリート接合梁の損傷同定逆問題
に大別して、以下の研究方針に従って研究し
た。 
(1)非定常粘弾性方程式系の逆問題研究： 
解の構造が非定常粘弾性方程式系と共通点

が多い（非均質非等方）熱方程式に対して、

その境界値逆問題（例えば熱伝導体中の未知

空洞や未知介在物などの形状同定問題）につ

いて、定常波の散乱の逆問題の再構成法とし

てもっとも有名な linear sampling 法(LSM
法と略)を確立し、粘弾性方程式系の境界値逆

問題の再構成法に対する足がかりとする。こ

れはプラスチック等の高分子材料に対する

非破壊検査法の開発に備える為である。また、

分数階の時間微分を有する粘弾性方程式系

の逆問題解析にとって極めて重要な解の一

意接続定理を導出の準備として、異常拡散方

程式に対して一意接続定理を示す。この方程

式は、通常の拡散方程式の時間微分が分数階

時間微分に置き換えたものである。 
(2)定常粘弾性方程式系の逆問題研究： 
定常粘弾性方程式系は、生体組織の粘弾性係



数を非侵襲的に計測する MRE (magnetic 
resonance elastography の略)のモデル方程

式として用いられ、MRE のハードウェアに

より励起・計測される粘弾性波動よりこのモ

デル方程式の粘弾性係数同定逆問題の解を

求めるソフトウェア開発に重要である。以下

この逆問題を MRE 逆問題と呼ぶ。この逆問

題は、内部計測データが与えられているので、

一見優しい問題のように見えるが、決してそ

うではない。その一つの理由は、この方程式

系は係数が複素係数の楕円型方程式系のた

め、その解の構造を既存の方法で調べること

は難しいことにある。そこで粘弾性係数が連

続微分可能で区分的に解析的である場合に、

こ の MRE 逆 問 題 の 解 の 安 定 性 を 、

semi-analytic set に 対 す る L-regular 
stratification theory を用いた解の危点集合

の解析を行うことにより示す。 
実は生体組織の変形を記述する適切なモデ

ル方程式とは何かというのは極めて難しい

問題である。言い換えると MRE 逆問題にお

いては、モデル方程式のモデリングエラーは

大きいとみる必要がある。そこでモデル方程

式に依らずに生体組織の粘弾性の相対的な

指標を与える FBI 変換（Fotlrier-Bros- 
Iagolnitzer 変換の略で連続ウェーブレット

変換ともいう）を用いた新しい方法を与える。 
(3)残留応力を持つ等方弾性方程式系の逆問

題研究： 
弾性方程式の非等方性と非均質性の影響が

重要となる Rayleigh 波の速度の分散公式に

ついて研究した。これは深さ方向にのみ依存

する残留応力を持つ半無限等方弾性体の自

由境界（応力がゼロの境界）に振幅が集中し

て伝搬する Rayleigh 波の速度が、残留応力

により生じる非等方性と非均質性の影響で、

波の波数変化によりどのように変化するか

に関する高波数域での変分公式である。これ

は残留応力の様な相対的に微小な物理量を

非破壊的に検査する上で極めて重要な公式

である。この公式の導出は、研究代表者が用

いてきた高波数楕円型領域における非等方

弾性方程式の漸近分解公式の手法をより精

密化して適用することにより行う。 
(4) 鉄・コンクリート接合梁の損傷同定逆問

題研究： 
この研究では通常橋梁構造体の基本ユニッ

トである鉄・コンクリート接合梁の損傷同定

逆問題の解法のアルゴリズムを与える。この

アルゴリズムで用いる計測データは、インパ

ルスハンマー試験で得られる接合梁の 1 番目

から 3 番目までの固有振動数と対応する接合

梁の鉛直方向固有関数成分である。鉄梁とコ

ンクリート梁を接合するコネクターの剛性

率の低減が、接合梁の損傷度を表すと考える。

そこで先ずこの剛性率を摂動したときの固

有値と固有関数の摂動公式を求める。次に計

測データを与えるような剛性率を最小二乗

法で求める所で、この摂動公式に基づく共役

勾配法を適用する。 
４．研究成果 
前項に挙げた四つの小項目(1)～(4)別に研
究成果を述べる。 
(1)伝熱体中の未知空洞と未知介在物の同定
に関して、熱方程式に対する LSM 法を確立し
た。未知介在物同定に関しては、所謂
interior transmission pro- 
blem(ITP と略)が現れるが、熱方程式の場合
は定常熱方程式や Helmholtz 方程式の場合と
異なり、この problem は適切であることが示
せ、熱方程式の LSM は、ITP の適切性を仮定
することなく、極めてすっきりとして形で得
られた。この LSM 法と既存の dynamical probe 
method を組み合わせることにより、数学的に
厳密なサンプリング型の未知境界同定スキ
ームが、任意微小時間内の 2 回の計測で実現
可能であることも分かった。 
1/2 階の時間微分を持つ異常拡散方程式の解
に対する Carleman estimate を、適当に
de-singularize した semi-elliptic 微分作
用素に対する Calderon 型 Carleman estimate
導く事により示した。 
(2)MRE の所謂スカラーモデル方程式に対し
て、粘弾性係数が連続微分可能かつ区分的に



解析的、そしてある種の条件を満たすことを
仮定する。このとき、この方程式の解を計測
データとして、粘弾性係数を同定する逆問題
について局所 Holder 連続安定性を示した。
なおこのある種の条件は、粘性係数が既知な
らば自動的に満たされる。さらに一意性に限
れば大域的である。この結果の副産物として、
弾性係数同定に関する不完全 Newton 型再構
成スキームの収束性も従うことが分かった。 
モデル方程式に依らない FBI 変換を用いた粘
弾性係数の相対指標に関しては、次の結果を
得た。即ち、生体組織内を伝搬する粘弾性波
は、局所的には複素線形位相関数を持つ指数
関数（単純波と略）の有限線形結合であると
して、もっとも大きな振幅を持つ単純波の位
相関数を、FBI 変換を用いて求めるアルゴリ
ズムを確立した。この位相関数の実部と虚部
は、それぞれ粘弾性波の局所波動ベクトルと
局所的な波の減衰方向を示すベクトルを与
える。 
このアルゴリズムは MREデータに関してロバ
ストであり、モデル方程式を用いたアルゴリ
ズムによる弾性係数の同定結果と十分近い
結果を得た。このアルゴリズムは、MRE デー
タのノイズ低減化やフィルタリング等の前
処理としても有効であることも確認した。 
 
 (3)ここ数年来研究を行って来た深さ方向
にのみ依存する残留応力を持つ半無限等方
弾性体に対する Rayleigh 波の速度の分散公
式を完成した。分散公式の初項は等方弾性体
の速度を表し、第 2 項以降は残留応力テンソ
ルの境界値及びその微分値に関係し、項番号
とその項に含まれる残留応力テンソルの微
分の最大階数は等しい。 
(4)インパルスハンマー試験により得られる
少数個のスペクトルデータを用いた鉄・コン
クリート接合梁の損傷同定アルゴリズムの
数学的な枠組みを確立し、その有効性を数値
データ及び実験データに対して検証した。 
その結果、このアルゴリズムは損傷が進んだ
箇所の同定には有効であることが分かった。 
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