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研究成果の概要（和文）：プラズマ物理に現れるオイラー・ポアソン方程式に対して、多次元半空間上で単調な定常解
が漸近安定であることを証明し、初期条件に応じた定常解への収束の速さを求めました。半導体の数理モデルの解析で
は、流体力学モデルの緩和時間極限を正当化し、複数のモデル間の階層構造を数学的に正当化しました。併せて、量子
効果を考慮した流体力学モデルでプランク定数の零極限を考察し、古典モデルとの関係を数学的に明確にしました。一
般的な方程式系に対しては、双曲－楕円型方程式系を研究する準備として、双曲－放物型方程式系の解析を行い、半空
間上で定常解が存在し、漸近安定であることを示しました。さらに収束の速さを求めています。

研究成果の概要（英文）：We proved that a monotone stationary solution to the Euler-Poisson equations 
arising in Plasma physics is time asymptotically stable on mulch-dimensional half space. Moreover, we 
obtained the convergence rate, as time tends to infinity, subject to the initial　condition. We gave the 
mathematical justification of the relaxation time limits in hydrodynamic models for semiconductor and 
made clear the hierarchy among several semiconductor model equations.For the general system of 
hyperbolic-parabolic coupled equations, we proved the existence and the time asymptotic stability of the 
stationary solution. We also obtained the convergence rate subject to the initial condition.

研究分野： 非線形偏微分方程式
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１． 研究開始当初の背景 
身近な現象である気体や液体の流れ，ミク

ロな世界では半導体中の電子や正孔の挙動，

一方マクロでは太陽や木星等の天体を組成す

るガスの挙動等，多種多様な物理現象は偏微

分方程式よる数理モデルで表され，方程式を

解析することによって現象を精密に理解出来

ます。数理モデルの多くは，隣接する二点間

の相互作用を表す（有限伝播性を持つ）双曲

型方程式，重力やクーロン力等互いに遠方に

ある二点間の相互作用を表す（ポアソン方程

式に代表される）楕円型方程式，そしてそれ

らが連立した方程式系からなります。本研究

課題は，物理現象に由来する双曲型方程式系

と楕円型方程式系との連立した数理モデルの

解析と一般的な双曲－楕円型方程式連立系の

時間大域構造の解明を目的としています。 

２．研究の目的  

数理モデルの解析，特にプラズマ物理に現

れるオイラー・ポアソン方程式の定常解の解

析に取り組みます。プラズマが固定壁に接触

するとき，正イオンに比べ電子は過剰に壁に

到達して固定壁は負に帯電し，プラズマと固

定壁の間に電界を形成させます。この領域は，

プラズマ物理学ではシース（鞘）と呼ばれる

境界層となります。シースが形成される条件

として，正イオンが極超音速でプラズマ領域

からシース領域に流れ込むことを意味する

ボーム・シース条件が，1949 年に物理学者ボ

ームによって提案されました。その数学的な

意味は長らく不明確でしたが，研究代表者等

により，シースは数学的にはオイラー・ポア

ソン方程式の単調な定常解と定義され，ボー

ム・シース条件下でその存在が証明されまし

た。本研究課題では，シース（単調な定常解）

の漸近安定性を示すことが目的の一つとな

ります。 

また数理モデルの研究では，半導体の解析

に現れる流体力学モデルに対して，方程式中の

物理パラメータの極限を考察し，複数のモデル

間の階層構造を解明することも目的とします。こ

の問題は数学解析によってのみ解明される物

理・工学的にも重要な問題です。 

プラズマや半導体のモデル方程式以外にも

研究代表者はこれまで，熱輻射を考慮した圧

縮性粘性流体の方程式等の双曲－楕円型の数

理モデルを研究してきました。これらの数理

モデルは全てエントロピー関数を持ち，それ

を用いて対称化され，さらに安定性条件と呼

ばれる消散構造を保証する性質を有していま

す。こうした点に着目して，一般的な双曲－

楕円型方程式系の研究では，エントロピー関

数の存在と安定性条件を仮定し，時間大域構

造の解明を目指します。具体的には定常解，

希薄波，進行波解などの典型的な非線形波動

の存在と漸近安定性を証明し，それらへの収

束の仕組みを解明します。多くの未解決な問

題が有りますが，まずは定常解の解析に取り

組みます。 

3. 研究の方法 

本研究課題で取り扱われる双曲－楕円型

方程式系の数学解析では，エントロピー関数

を用いて定義されるエネルギー形式を利用

した積分量の評価に加えて，線形化方程式の

基本解の評価や，楕円型方程式の解析に用い

られる幾つかの不動点定理等，様々な数学的

手法を組み合わせた研究が必要となります。

従って，こうした分野を専門とする研究者達

と活発な交流・情報交換を行い，研究を進め

ます。物理的な数理モデルの研究では，数値

解析スキームの研究やコンピュータへの実

装を行い，解の挙動を可視化し研究を深化し

ます。 
４． 研究成果 

プラズマ物理に現れるオイラー・ポアソン

方程式と一般的な方程式系に対する研究成

果を主に報告します。なお，半導体のモデル

方程式の研究では、流体力学モデルに関して，

緩和時間極限を数学的に正当化し，モデル間

の階層構造を解明にしました。また，量子効



果を考慮した流体力学モデルの研究も行い，

プランク定数の零極限が（古典的な）流体力

学モデルとなることも正当化しています。 

プラズマ物理に現れるオイラー・ポアソン

方程式に対しては，多次元半空間上でシース

（単調な定常解）が漸近安定であることを証

明しました。その際，ボーム・シース条件は

シースが存在して漸近安定となる為の十分

条件であることを示しました。さらに，線形

化方程式のスペクトル解析を行い，ボーム条

件は線形安定性の必要条件でもあることを

示しています。漸近安定性の証明では，エネ

ルギー法を用いて重み付きソボレフ空間上

でアプリオリ評価を導出してますが，スペク

トル解析からもこの方程式系の解析には適

切な空間であると考えられます。数学的な解

析に加えて数値シミュレーションを行い，解

がシースに漸近する様子をコンピュータ上

で可視化しました。数値解析スキームではオ

イラー方程式の解法に，Lax-Friedrichs スキ

ーム等５通りのスキームを実装し解析を行

いました。その結果，収束の速さ及びスキー

ムの安定性の両観点から，Roe スキームが最

も優れていることが結論づけられました。 

一般的な双曲－楕円型方程式系の研究で

は，双曲型方程式系と楕円型方程式系との連

立の仕方によっては解析が困難となり，その

解消の為準備として双曲－放物型方程式系

及び消散構造をもつ双曲型方程式系に対し

て研究を行いました。双曲－放物型方程式系

に対する研究では，半空間上で定常解が存在

し，漸近安定であることを証明しました。ま

た，初期値に応じた定常解への収束の速さも

求めています。これらの結果は，エントロピ

ー関数が存在し，安定性条件が成り立つこと

を仮定して得られています。一方，すべての

特性速度が負になる境界条件下では，安定性

条件が成立しなくても，定常解が漸近安定性

となることも示しています。また，希薄波の

漸近安定性も証明しました。消散構造を持つ

双曲型方程式系に対しても，定常解の存在と

漸近安定性を証明しました。こうした研究を

通して発見した解析手法を用いて，双曲－楕

円型方程式系に対する解析を行い部分的な

成果を得ています。具体的には，適当な仮定

の下での定常解の存在と漸近安定性の証明

ですが，残念ながら仮定の一部はプラズマの

モデル方程式等では満たされません。こうし

た欠点を改善すべく，今後も研究を継続する

所存です。 
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