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研究成果の概要（和文）：ブラック‐ショールズによる金融モデル（1973 年）では、株式のよ

うな危険資産のリスクの程度を表すボラティリティは定数として扱われていた。本研究では、

実際の市場を反映させるために、ボラティリティを統計的な自己相似性と過去履歴への依存性

をもつフラクタルな確率過程として定式化した。さらに、ボラティリティの因子が長期・短期

の記憶と急速・遅速の平均回帰率をもつ場合に、金融証券としてのオプションの価格付け問題

を解いた。 
 
研究成果の概要（英文）：In the financial model derived by Black, F. and Scholes, M. (1973), 
the volatility, which represents the degree of randomness of the asset price, is quantified by 
a constant parameter. In this research, to obtain a more realistic model, the volatilities are 
formulated by fractional stochastic processes which have statistic self-similarity and 
dependence on the memory to the past. Moreover, in the case when the volatility-driving 
processes have the ‘long and short term-memories’ and the ‘fast and slow mean-reversions’, 
we solved the problem for option pricing in financial derivatives. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) ブラック‐ショールズ（1973 年）によっ
て構築された金融モデルでは、株式のような
危険資産の偶然変動を標準ブラウン運動で
定式化し、リスクの程度を表すボラティリテ

ィという尺度を定数で表していた。しかし、
これだけでは金融市場の実際が十分に反映
されたものにはなっていない。そのために、
金融市場の実際のリスクが反映されるもの
として、時間と共に偶然に推移する確率過程



によるボラティリティという尺度、すなわち、
確率ボラティリティから影響を受ける金融
モデルの定式化が求められていた。 

特に、確率ボラティリティの時系列データ
が統計的な自己相似性と長期・短期の記憶性
をもつ金融モデルの解析が求められていた。 

 
(2) この場合、確率ボラティリティの影響を
受ける金融派生証券のオプションにおいて、
買い手が初期に支払う額と、売り手が満期に
支払うために用意しておかなければいけな
い財に係るオプションの価格付け問題に対
する解決が求められていた。 

さらに、金融取引のデータから求まって、
投資家やアナリシストの計量解析に役立つ
ような効率的ボラティリティの定義、および
ボラティリティに係るリスクの市場価値が
オプション価格に果たす役割と機能の明確
化も必要とされていた。 
 
 
２．研究の目的 
(1) 確率ボラティリティの因子が、統計的な
自己相似性と過去履歴への依存性をもつフ
ラクショナルブラウン運動から定まるフラ
クショナル オルンシュタイン‐ウーレン
ベック過程の場合に、確率ボラティリティの
性質を、平均回帰率という尺度を用いて特徴
付ける。 
 
(2) 危険資産が、急速と遅速のスケールで平
均回帰するフラクショナル オルンシュタ
イン‐ウーレンベック過程から影響を受け
る場合に、満期時点で権利が行使されるヨー
ロッパ型コールオプションの価格関数を求
め、効率的な定数ボラティリティとリスクの
市場価値に係る指標を用いて特徴付ける。 
 
３．研究の方法 
(1) 統計的な自己相似性と過去履歴への依
存性は、0と 1の間に値をとるハースト指 
数というパラメータをもつフラクショナル
ブラウン運動によって特徴付けられる。 
そのような、フラクショナルブラウン運動 
に関する新しい確率積分の理論を用いる。 
 
(2) フラクショナルブラウン運動の影響を 
受けるフラクショナル オルンシュタイン
‐ウーレンベック過程は、平均回帰と長い 
時間経過での不変確率分布によって特徴付
けられる。そのようなオルンシュタイン‐ 
ウーレンベック過程を、フラクショナル 
ブラウン運動から導かれる確率微分方程式
を用いて構成する。 
 
(3) 危険資産の個数よりもランダムソース
として係わるノイズの個数の方が多い非完

備（インコンプリート）な金融市場において、
ヨーロッパ型コールオプションの価格を決
定する偏微分方程式の漸近解を求めるため、
小助変数に関する特異摂動の解析手法を用
いる。 
 
(4) 海外誌に論文を発表し、学会等で口頭発
表し、成果を公表する。さらに、知見確認の
ために、学外の研究者と研究交流セミナーを
実施し、かつ講演会と産学連携を通して研究
成果を学生等へ教育還元する。 
 
４．研究成果 
(1) フラクショナル オルンシュタイン‐ 

ウーレンベック過程の平均回帰率を、急速と

遅速の両スケール、すなわちマルチスケール

でモデル化し、急速スケールは満期までが長

期のオプションに、遅速スケールは満期まで

が短期のオプションに好都合であることを見

出した。さらに、マルチスケールの確率ボラ

ティリティから影響を受ける場合に、ヨーロ

ッパ型コールオプションの無裁定な価格関数

の偏微分方程式を導出した。特に、急速スケ

ールの場合には、金融市場の取引から計算で

きるインプライド ボラティリティの漸近公

式を得ることができた。 

 
(2) 導出された偏微分方程式の解を漸近展開

して、急速スケールに関する特異摂動と遅速

スケールに関する正則摂動の解析手法を用い

て、無裁定な価格関数の主項と補正項を決定

した。さらに、決定された主項は、新たに得

られた効率的な定数ボラティリティに関する

ブラック‐ショールズ方程式の解であること

、および補正項は、ブラック‐ショールズの

非斉次型方程式の解であることを示した。特

に、価格関数は効率的な定数ボラティリティ

とリスクの市場価値に係るパラメータの組か

ら特徴付けられ、計量可能な表現であること

を示した。 

 

(3) 学外の研究者を招いて、知見を確認する

研究交流セミナーを行い、研究の成果を教育

へ還元する講演会を１５回開催し、研究と教

育の双方向的なコラボレーションを高めた。

さらに、産学連携活動として、２種類のＩＴ

教育コンテンツの開発に協力し、かつ、学会

活動として、日本応用数理学会による「応用

数理ハンドブック」の編集（担当：数理ファ

イナンス分野）にも携わり、研究情報の発信

に基づいた社会貢献をすることができた。 

 

(4) 研究成果を海外の英文論文３報、国内学

会の口頭発表３４報に纏めた。 
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