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研究成果の概要（和文）：本研究は，数学的問題解決における表現や問題表象の構成・変容パタ

ーンとそれらの解決の進展に果たす役割について明らかにし，その役割を意識した授業デザイ

ンについて検討した。主要な成果は，数学的問題解決に有用な５つの汎用的表現を同定したこ

と，問題解決の進展に関わる３つの問題表象の変容パターンを取り上げ，特に「抽象化/具体化」

については具体的な役割についても検討したこと，さらには，それらの結果を踏まえて，表現

の役割を意識した授業デザインについて検討したことである。

研究成果の概要（英文）： The aims of this study was to clarify the patterns of
construction/transformation of (problem) representation in mathematical problem solving,
to investigate its roles in progress of problem-solving process, and to consider the
methodology of lesson design on the basis of the roles. The main results were to identify
five types of wide-purpose representations for mathematical problem solving, to investigate
three constructional/transformational patterns of problem representation in mathematical
problem solving (i.e.; construction/reconstruction, abstraction/concretization, shift), and to
analyze the concrete roles of “abstraction/concretization” process of problem representation.
Furthermore, a methodology of lesson design on the basis of the roles of abstraction process
was considered.
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１．研究開始当初の背景

我が国の観点別評価の項目には「表現・処
理」という項目があったが，国内の数学教育

学研究では「表現」に関連する分野に対する
関心は相対的に小さかった。しかし，「表現・
表象(representation)」という研究分野自体
は，数学教育学における基礎的研究分野とし
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て確立していた。例えば， International
Group for the Psychology of Mathematics
Education では，"Representations" に関す
る作業研究グループが 80 年代初頭から組織
されてきたし，国内でも「表現・表象体系の
研究」(中原,1995)などは古い伝統を持ってい
た。こうした基礎的研究に加えて，平成 20
年の学習指導要領改訂により「表現力の育
成」が叫ばれるようになると，その研究上の
関心はカリキュラムや授業の文脈を踏まえ
たものも増えてきた。但し，諸外国では，こ
うした動向は以前から進んでおり，例えば，
米国の National Council of Teachers of
Mathematics が提唱する算数・数学カリキュ
ラム(NCTM, 2000)には，「数」「図形」等の
内容領域に加えて，それらを横断する領域の
１つとして「表現(representation)」が組み
込まれており，実践での研究成果も徐々に蓄
積されつつあるのが現状であったのである。

このように，「表現・表象」に注目が集ま
りつつも，この分野における我が国の研究の
動向には，やや極端な傾向が見られるのも確
かであった。具体的には，式やグラフ等の伝
統的な形式的・規約的表記に着目した研究や
自然言語による記述表現（例えば，レポート
に類する記述表現）に着目した研究という，
やや両極端な研究が多くを占めていたので
ある。しかし，例えば，数学的な問題解決と
いう文脈では，常に，伝統的な式やグラフが
表現として介在するわけではないし，その認
知プロセスを記述しようとする立場からす
れば，自然言語による記述表現にのみ着目す
ればよいというわけでもない。具体的な問題
解決過程では，解決者は，式などの伝統的な
表現以外の表現を構成することがしばしば
であるし，式などを使うにしても，それらを
具体的なイメージや操作から如何にして構
成，抽象，翻訳するかが問題となるのである。
さらに，我が国で一般的に行われている問題
解決的な算数・数学授業の様態を考えれば，
そうした表現の構成・変容や表現間の翻訳の
実態，さらにはそれらの問題解決に果たす役
割などを考慮して授業をデザインする方法
が検討されてしかるべきでもあろう。

このように，従来，数学教育学では基礎的
研究分野であった「表現・表象」に関する研
究は，近年，カリキュラムや授業という実践
的文脈を踏まえた研究にも領域を広げつつ
あった。しかし，我が国では，この分野の実
践に関する伝統的な研究上の関心は，教科書
に掲載される伝統的な表現や規約的表現に
関わるものが多く，その研究の射程も狭いも
のになりがちであった。その意味で，例えば，
伝統的な表現のみに研究上の関心を縛られ
ていない表現・表象及び問題解決の基礎的研
究を踏まえて，それらの実践的応用を検討す
ることなどが期待されていたのである。

中原忠男(1995).『算数・数学教育における構
成的アプローチの研究』.東京:聖文社.

NCTM(2000). Principles and standards for
school mathematics. Reston,VA: NCTM.

２．研究の目的

本研究の目的を端的に述べるならば，問題
解決過程における「表現の役割」に焦点を当
て，その具体的な役割を明らかにすると共に，
その役割を意識した授業デザインの方法論
とその具体例を検討することであるが，より
具体的には次のようになる。
(1) 伝統的な形式的・規約的表記（式やグラ
フ）及び自然言語以外で数学的問題解決に
有用と目される汎用的表現を収集し，主に
理論的側面からそれらの問題解決過程にお
ける役割について明らかにする。

(2) 特定の問題群における問題解決において，
解決者が与えられた問題に対してどのよう
な表現を構成し，それらをどのように変容
させるかを調査し，それらが問題解決の進
展に果たす具体的な役割について明らかに
する。

(3) (2)の結果を踏まえ，問題解決の進展にお
ける表現の役割の幾つかに焦点を当て，そ
の役割を意識した授業デザインの方法につ
いて検討すると共に，その具体例を構想す
る。

３．研究の方法

目的(1)を達成するにあたっては，形式
的・規約的表記と自然言語以外で「数学的問
題解決に有用と目される汎用的表現」を文献
等から収集する。基本ソースは，国内外の過
去から現在に至る教科書・指導書，数学教育
学及び心理学における表現・表象に関係した
図書や論文とする。さらに，収集された表現
の中から幾つか焦点を当てるべきものを絞
り，そうした特定の表現・表象が問題解決過
程に果たす役割について理論的に検討を加
えることにする。

目的(2)の達成に当たっては，先に収集し
た表現が表出すると予想される問題群を選
定し，本研究グループの過去の問題解決デー
タや先行研究，更には新たな調査を頼りにし
て，解決者の問題に対しする表現の構成・変
容の様相を分析し，それらが問題解決の進展
に果たす具体的な役割について検討を加え
ることにする。

目的(3)の問題解決的な授業のデザインに
おいては，問題解決過程の捉え方も問題にな
るため，数学的問題解決過程を捉えるモデル
について先行研究をレビューし整理してお
くことにする。その上で，これまでに得られ
た研究知見，特に問題解決過程における表現



の構成・変容のパターンやそれらの解決の進
展に果たす役割を意識した授業デザインの
方法を検討し，その具体例を構想ことにする。

４．研究成果

(1) 数学的問題解決に頻繁に利用され適用
範囲の広い有用な図的表現を収集するとい
う課題の下に，Diezmann & English (2001)
の研究や国内の教科書等を参照し，数学的問
題解決に有用と目される汎用的な図を５つ
ピックアップした。それら５つの図的表現は，
ネットワーク，マトリクス，階層（ヒエラル
キー），部分-全体，比例数直線の５つである。
また，そうした図の分類の仕方や図と数学的
構造・操作との結びつきについても，問題解
決指導の文脈を考慮して議論した。

これらの結果と議論の詳細については，雑
誌論文⑤に掲載されている。

(2) 問題解決過程を解決者が構成する問題
表象の変容過程を捉える記述的モデルによ
り具体的な問題解決過程を分析し，そこから
示唆される解決の進展を特徴付ける問題表
象の変容パターンとして，「問題表象の構成/
再構成」「（心像的表象の）抽象化/具体化」「問
題表象における中心的な表象（システム）の
シフト」という３つのパターンを見出した。
これら３つのパターンは，本研究代表者の理
論的枠組を使った特定的な問題解決におけ
る認知プロセスの記述から抽出されたもの
であるが，そのラベルの抽象性・一般性，さ
らには問題解決ストラテジーとの包括的な
関連性や具体的教授行為との関連性故に，
「解決の進展に対する方向付け」を与えうる
ものであることが示された。

これらの分析及び議論の詳細については,
学会発表⑤④を通じて発表されている。

(3) 問題解決の進展を特徴付ける問題表象
の変容パターンの１つである「抽象化/具体
化」のうち，特に「抽象化」に着目し，問題
解決を進めようとする目的的活動の一環と
しての問題表象の抽象化が，どういった具体
的目的に関連づけられ得るのかについて議
論した。具体的には，問題解決の進展が伴う
可能性のある認知プロセスで問題表象の抽
象化が果たしうる役割について，「認知的負
荷の軽減」「（形式的表記への）定式化の媒介」
「類推や統合的な考え方の誘発」「類似問題
の探索・考察」という３つを指摘し，各々の
具体例についても議論した。また，相対的に
高い蓋然性をもって成功的問題解決を導く
ことができると思われるこれらの機能には，
その実現に際して相対的に高いハードルが
あるという点も Cifarelli(1996)の研究から
示唆された。

これらの分析及び議論の詳細については
学会発表③を通じて発表されており，また上
記の結果に「具体化」の機能に関する議論も
加えたものは学会発表②を通じて発表され
ている。

(4) 問題解決的な授業のデザインにおいて
は，問題解決過程の捉え方が問題となるため，
先行研究における 10 個の問題解決過程のモ
デルをレビューし，「説明体系や理論的背景」
「目的的性格」「柔軟性」「構成要素/解決段
階間の移行についての言及」という４つの観
点から分類・整理した。特に，「目的的性格」
と「柔軟性」という２つの相対的観点から，
幾つかのモデルの系譜や，規範的性格の強い
モデルと記述的性格の強いモデルとの対比
点などについて，詳細な議論ができる可能性
が示唆された。

これらの議論の詳細については，雑誌論文
③に掲載されている。

(5) 表現力の育成を目指した指導について
検討すべく，先ずは，NCTM の Standards 2000
における「表現」のスタンダードを確認し，
次に，同じくプロセス・スタンダードに位置
付く「問題解決」の指導の３類型を利用して，
表現に関わる指導の類型を考え，そこでの指
導上の留意点について議論した。ここで検討
した表現指導の３類型のうち「表現による指
導」と「表現についての指導」は，表現の特
性上，我が国の一般的な指導ではその区別が
曖昧になりがちであろうが，その指導の目的
上の差異を意識することの重要性は示唆さ
れた。また，「表現を生み出す指導」に関し
ては，言葉や規約的表現に注目が集まりがち
な我が国の実践研究において，児童・生徒の
幅広い文脈におけるインフォーマルな表現
の実態やそうした表現を生み出すための支
援に関する研究の必要性が示唆された。

これらの議論の詳細については，雑誌論文
①に掲載されている。

(6) 本研究の一連の知見と議論に基づき，小
学校６年生の「場合の数」の単元の１つの授
業のデザインを試みた。授業デザインを検討
する際に検討すべき要素としては，(a)教
材・単元，(b)数学的構造，(c)数学的構造を
反映する典型表現，(d)表現指導の類型，(e)
問題表象の変容パターン，(f)当該の問題表
象の変容パターンに期待する機能，(g)課題
変数の検討，という７つが取り上げられた。
ただし，ここでは(a)の教材・単元を予め「数
学的問題解決に有用と目される汎用的な図」
の「階層」に焦点を当てて決めていたため，
(b)(c)についてはそれに依存するものとし
て決定され，また，単元内での何次かも決ま
っていたため，(d)についてもそれなりの制



約があった。ただし，(e)〜(g)については，
本研究の知見を踏まえて授業デザインがな
されている。具体的には，当初の問題につい
て見通しを持つ段階と考え方を出し合う段
階で表現を徐々に抽象化し［(e)の問題表象
の変容パターンとしての「抽象化」のプロセ
スの意図的な埋め込み］，そうした新たな表
現が落ちや重なりなく順列を数え上げるた
めの簡単で便利な方法であることを理解さ
せつつ，新たな類似問題の解決を行い小集団
で説明しあう段階で，新たに生み出した「樹
形図」を使って問題を再表現することを推奨
し，問題のよりよい解決についての理解を深
めることを狙うプロセスを組み込んだ［(f)
の「認知的負荷の軽減」や「類似問題の考察」
という当該表現の機能の強調］。尚，このと
き，新たな類似問題については，課題変数を
当初問題より難しいものにし，抽象化された
表現である「樹形図」の有用性の理解が深ま
るように工夫もした［(g)の課題変数の検討］。
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