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研究成果の概要（和文）：アーベル多様体のモジュライ空間のコンパクト化を、log 幾何を用い、log アーベル多様体
のモジュライ空間として構成するために必要とされる諸理論を構築した。具体的には、log アーベル多様体の固有模型
の理論を確立した。特に固有模型の存在を証明した。また log アーベル多様体上の torsor 及び log torsor を組織
的に解析し、それと固有模型の存在を用いて、log アーベル多様体の射影模型の理論を確立した。特に射影模型の存在
をほぼ証明した。完備離散付値環上の log アーベル多様体の全体像を把握する理論を構築した。Log アーベル多様体
上の代数幾何と形式幾何との対応について調べた。

研究成果の概要（英文）：We established various theories which are necessary to construct 
compactifications of moduli spaces of abelian varieties by log geometry as moduli spaces of log abelian 
varieties. For example, the theory of proper models for log abelian varieties; in particular, we proved 
that a proper model always exists. We systematically analyzed torsors and log torsors on a log abelian 
variety, by which together with the existence of proper models we had a theory of projective models for 
log abelian varieties. In particular, we almost proved the existence of projective models. We obtained a 
whole picture of log abelian varieties over a trait. We studied the comparison of algebraic geometry and 
formal geometry over a log abelian variety.

研究分野： 数論幾何
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１．研究開始当初の背景 
(1) アーベル多様体のモジュライ空間のコ
ンパクト化には長い歴史があり、マンフォー
ドらによるトロイダル・コンパクト化や佐武
コンパクト化など、多くのコンパクト化が構
成され、研究されて来ていた。 
 
(2) Logアーベル多様体の理論は (1) で述べ
たような種々のコンパクト化に統一的かつ
モジュライ的な意味づけを与えることがで
きるものとされ、アーベル多様体の退化に関
連する諸分野に応用を持つ可能性のある理
論として注目されていた。 
 
(3) 研究開始当初において、複素数体上の解
析理論は、log ホッジ理論との関係も含めて、
すでに確立され、出版されていた（文献：
Logarithmic abelian varieties, Part I: 
Complex analytic theory, T. Kajiwara, K. 
Kato, and C. Nakayama, Journal of 
Mathematical Sciences, The University of 
Tokyo 15 (2008), pp.69—193）が、代数理
論は未完成であり、いくつかの国の研究者か
らは、応用のために、文献についての問い合
わせが来始めていた。 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究の目的は、アーベル多様体のモジ
ュライ空間のコンパクト化を、log アーベル
多様体のモジュライ空間として構成するこ
とであった。より正確には、トロイダル・コ
ンパクト化に自然な log 構造を与えたもの
が、log アーベル多様体の fine moduli で
あることを証明することであった。 
 
(2) (1) の目的を達成するには、log アーベ
ル多様体について、通常のアーベル多様体と
同程度の深い知見が必要となる。具体的には、 
log アーベル多様体の模型の理論、特に、固
有模型や射影模型の理論、完備離散付値環上
の log アーベル多様体の理論、log アーベ
ル多様体上の torsor 及び log torsor の理
論、代数幾何と形式幾何との対応理論などを、
構築することが必要となり、これらも本研究
の目的であった。 
 
３．研究の方法 
本研究の方法は、研究者間の情報交換、意見
交換、議論が主体であった。特に、漠然とし
た萌芽段階での構想や、新しい構想に対する
微妙な印象などを伝えるには、メールによる
連絡はきめ細かさに欠けるので、直接議論す
ることが不可欠であった。国内の研究者とは、
定期的に研究打ち合わせを行ない、海外の研
究者とは、随時、集中的に研究打ち合わせを
行なった。 
 
４．研究成果 
(1) 最終的な目標である、アーベル多様体の
モジュライ空間の log アーベル多様体によ

るコンパクト化を、１次元のアーベル多様体、
すなわち楕円曲線の場合に実現した。その過
程で、モジュライ関手の局所有限性を、模型
の詳しい理論の１次元の場合を用いて証明
した。この成果は、梶原健氏、加藤和也氏と
の共著論文（[雑誌論文]⑤）にまとめた。こ
の中で、従来の Deligne-Mumford コンパクト
化との比較及び、従来の普遍一般楕円曲線と 
log 楕円曲線の普遍族との比較も行なった。
また Drinfeld 型レベル構造など様々なレベ
ル構造についても論じた。この論文は、本研
究の全体像を１次元の場合に例示したもの
と見做すこともできる。 
 
(2) Log アーベル多様体の固有模型の理論を
確立した。 
①この理論の中心的な結果は、固有模型の存
在である。その証明は、任意の扇に対する表
現可能模型の存在を示してから、すでに存在
が証明されている完備扇に対する模型に 
valuative criterion を適用して、その模型
の固有性を確かめることによって、達成され
た。 
②このうち表現可能模型の存在は、任意の基
空間上の log アーベル多様体が Z 上有限生
成な基空間上に降下すること、すなわち、モ
ジュライ関手の局所有限性から導くことがで
きるが、降下を示すためには、逆に表現可能
模型の存在が必要となり、実際には、表現可
能模型の存在と降下とを少しずつ同時に証明
していくこととなった。この過程で ket site 
を用い、さらに toric stack から通常の概型
への射が定数になることなど、様々な道具を
組み合わせた議論を重ねた。 
③一方、valuative criterion を適用するた
めには、完備離散付値環上の log アーベル多
様体の全体像の把握が必要であるが、これは
、Raynaud 理論や rigid 幾何を用いることで
、固有模型の構成に必要な部分については解
決できた。さらに一般の場合については (4) 
で述べる。 
④以上の成果は、梶原健氏、加藤和也氏との
共著論文（[雑誌論文]①）にまとめた。 
 
(3) Log アーベル多様体の射影模型の理論を
ほぼ確立した。射影模型を構成するには、(2) 
で存在が示されている固有模型上にトーサー
（Gm トーサー）を構成する必要があった。そ
のために log アーベル多様体上のトーサー、
さらに、log トーサーについての組織的な分
析を行なった。例えば log アーベル多様体上
の cubic 同型定理を証明した。また、Log ア
ーベル多様体上のトーサーの集合が順極限と
可換であるという命題の証明が困難であった
が、詳細な検討の結果、基空間のネーター性
を仮定すれば、cubic 同型を用いた議論によ
り、log アーベル多様体の Gm 拡大に関する



同種の命題に帰着するであろうことがわかっ
た。基空間のネーター性を仮定していても、
最終的な応用に関しては問題ないと考えられ
、現在確認中である。以上の成果をまとめた
、梶原健氏、加藤和也氏との共著論文を執筆
中である。 
 
(4) Log アーベル多様体の形式モジュライ空
間と GAGF（代数幾何と形式幾何との対応）
についての研究を進め、梶原健氏、加藤和也
氏との共著論文を準備した。これは[雑誌論
文]①で懸案となっていた、完備離散付値環
上の log アーベル多様体の全体像の完全な
記述をも含んでいる。 
 
(5) 最終目標であった、log アーベル多様体
のモジュライ空間の構成を主定理とする共
著論文を準備した。これは、一連の共著論文
のまとめとなる論文である。この中では、log 
アーベル多様体のモジュライ空間の表現可
能 性 を 示 す た め に 、 古 典 的 な  Artin 
criterion を用い、(2) や (3) における模
型についての結果などを組み合わせ、Artin 
criterion の各条件を確かめる方針を採用
した。 
 
(6) Log アーベル多様体の理論および当研究
全般に関する講演を、京都大学数理解析研究
所で開催された研究集会「代数的整数論とそ
の周辺 2014」で行ない、多くの質問や今後
の展望についてのコメントなどの反響があ
った（[学会発表]①）。 
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