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研究成果の概要（和文）：奇数次直交型三重旗多様体の典型例について、その軌道分解を与えた。

これは標数２以外の任意の体上で成り立つ。副産物として、一般線形群の旗多様体上の様々な

群に関する軌道分解も得られた。軌道の数の式と有限体の場合の各軌道に含まれる元の数の式

も与えた。 

 
研究成果の概要（英文）：We described orbits on a typical triple flag variety of orthogonal 

group of odd degree. This result holds over an arbitrary field of characteristic not two. As 

byproducts, we obtained orbit decompositions of the flag variety for the general linear 

group by various subgroups. We also computed number of orbits and number of elements in 

each orbits when the field is finite. 
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１．研究開始当初の背景 

(1) 一般線形群と symplectic 群の場合 

 G=GLn を(任意の体 F 上の)一般線形群
とし、G/P1, …, G/Pn を G の旗多様体とす
るとき、G は多重旗多様体 G/P1×・・・×
G/Pn に 対 角 型 に 自 然 に 作 用 す る 。
Magyar-Weyman-Zelevinsky [1] は 1999 年
にこの作用が有限型である（F が無限体のと
きに軌道が有限個になる）ための G/P1, …, 

G/Pnの条件を求め、軌道の parametrization 

を与えた。特に、有限型であるためには n が 

3 以下であることが必要であることも示さ

れた。n=2 の場合は Bruhat 分解に他なら
ないので n=3 の場合が問題であった。彼ら
はこの問題を次のように quiver の表現の
問題に帰着させて解決した。 

 G/P1, G/P2, G/P3 はそれぞれ Fn の部分空
間の増大列  U1, … ,Up-1, V1, … ,Vq-1, W1,

…,Wr-1 の集合であるので、inclusion map 

をつなぎ合わせることにより、1 点で３つに
分岐した quiver の表現が与えられる。この 

quiver が有限 Dynkin 型のときは Gabriel 

の定理により有限型であるが、map を単射
なものに制限しているために有限型のもの
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はこれら以外にも存在する。彼らは V. Kac 

[3] の理論を用いてこれを分類し、さらに直
和分解に関する indecomposable object を
分類することによって軌道分解を記述した。 

 引き続く論文  [2] において、彼らは 

symplectic 群に対して同じことを行なった。
一般線形群に埋め込む方法によっているた
めに、indecomposable object の記述が煩雑
になっているように思われる。彼らは直交群
についても同様にできると書いているが、文
献は見当たらない。 

 

(2) 表現のテンソル積の分解との関係 

 Littelmann [4] は表現のテンソル積の分
解の問題に帰着させることにより、一般の単
純代数群 G について P1, P2 が極大放物型
部分群で P3 が Borel 部分群の場合に有限
型になるための条件を決定している。この論
文の分類表を見れば、直交群と例外群につい
て興味深い現象が見られる。 

 

(3) 対称部分群に関する軌道分解との関係 

 対称対 (G, K) について K が 1 次元の中
心を持つ場合、K は２つの極大放物型部分群 

P1, P2 の共通部分として記述でき、対称空間 

G/K は旗多様体の直積 G/P1×G/P2 の稠密
開集合に自然に埋め込まれる。従って G/K 

の P3-軌道分解（これは G/P3 の K-軌道分
解と同一視できる）は G/P1×G/P2 の P3-軌
道分解（これは G/P1×G/P2×G/P3 の G-軌
道分解と同一視できる）に埋め込まれる。こ
のようにある種の対称部分群による旗多様
体の軌道分解 ([5] など)は多重旗多様体の軌
道分解に埋め込まれる。 
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２．研究の目的 

(1) 複素直交群および複素単純例外群に関す
る多重旗多様体について、軌道が有限個にな
る た め の 条 件 を 求 め 、 軌 道 の 

parametrization を与える。これによって複
素単純代数群の多重旗多様体の有限型軌道
分解の理論を完成させる。 

 

(2) 任意の体上の Chevalley 型代数群につ
いて(1)と同じことを行なう。 

 

(3) 軌道の最小余次元が１の場合の分類を行
なう。 

 

(4) 表現論や微分方程式論との関連を調べる。 

 

 (3) の最も基本的な例はリーマン球面の４
つの直積への GL2 の作用である（これは D4 

型の拡大 Dynkin 図形の形の quiver の表
現である）。これには Gauss の超幾何微分方
程式が関係している。さらに、文献 [1] にお
ける分類では E6, E7, E8 型の拡大 Dynkin 

図形に対する多重旗多様体が重要であった。
これらも (3) の例である。 

 一般線形群の場合の多重旗多様体の
indecomposable object への分解は、一般の
複素単純リー群については極大トーラスと
ルート系の問題として捉えることができる
（特に、有限型であるために n が 3 以下で
あることの必要性は容易に示せる）。一般線
形群と symplectic 群以外の単純群について
は、現時点では quiver の表現論に帰着させ
ること（[1]、[2] で用いられた方法）はかな
り無理があると思われる。対称部分群による
旗多様体の軌道分解において研究代表者に
よって用いられた多くの手法は個別の例の
計算において有用であると思われる。 

 

 

３．研究の方法 

複素直交群および例外型単純群の多重旗
多様体について、開軌道が存在する条件を求
め、無限型の多重旗多様体が埋め込まれてい
る場合を除外することにより、有限型になる
ための条件を求め、軌道分解を記述する。任
意の体上の Chevalley 型代数群についても
定式化するとともに表現の分岐則との関連
を調べる。さらに軌道の最小余次元が１の場
合の分類を行ない、微分方程式論との関連を
調べる。 
 
研究計画 
(1) 複素直交群の多重旗多様体について開
軌道が存在する条件を求め、さらに無限型の
多重旗多様体が埋め込まれている場合を除
外することにより、有限型になるための条件
を求める。 



 
(2) ルート系の言葉で軌道分解を記述する。 
 
(3) 例外型単純群について同じことを行な
う。 
 
(4) 任意の体上の Chevalley 型代数群につ
いて定式化する。 
 
(5) 表現の分岐則との関連を調べる。 
 
(6) 軌道の最小余次元が１の場合の分類を
行ない、微分方程式論との関連を調べる。 

 
以上の研究計画を行なうため、次のことが

必要である。 
 

① 表現論・微分方程式論との関連について
は東京大学の小林俊行・大島利雄との研究連
絡を行なう。 
 
② この研究に関係する海外の研究者と研究
交流を行なう。 
 
③ リー群の構造と表現に関する研究集会を
行なう。 
 
④ 国内でのリー群、代数群、表現論関係の
研究集会に出席するとともにその運営に協
力することは、この研究の進展に根本的に重
要である。 
 
⑤ リー群、代数群、表現論関係の書籍を充
実し、必要な情報関連機器を整備する。 

 
 

４．研究成果 
(1) 奇数次直交型三重旗多様体の典型例に
ついて、その軌道分解を与えた。これは標数
２以外の任意の体上で成り立つ。副産物とし
て、一般線形群の旗多様体上の様々な群に関
する軌道分解も得られた。軌道の数の式と有
限体の場合の各軌道に含まれる元の数の式
も与えた。 
 当初の計画では複素数体上の直交群を扱
う予定であったが、具体的に軌道分解を決定
する方法に変更したことにより、一般の体上
で統一的な結果が得られた。さらに、軌道構
造も記号表示によって詳細に記述できた。 
 本研究の結果の一部は Henderson-Trapa
による exotic Robinson-Shensted 対応の研
究で引用されている。その他にも小林俊行に
よる重複度自由表現の研究とも関連してお
り、また、群のコンパクト化との関連も興味
深い。 
 
(2) 直交型多重旗多様体のうち、無限型のも

のの基本形を決定した。特に、４重旗多様体
の最も簡単なものが無限型であるので、これ
を用いてすべての４重旗多様体が無限型で
あることを示した。よって、３重旗多様体が
有限型になるための条件が本研究の主要問
題となる。 
 上記の無限型のものの基本形を用いて、奇
数次直交型３重旗多様体が有限型になるた
めの必要条件を導いた。この条件を満たすも
のは３通りに分類できて、１つの場合につい
ては公表済みの論文において有限型である
ことをすでに示した。次に簡単な場合につい
ても同様の方法を用いて、解決できた。 
 最後の複雑な場合については基本的な証
明方法はできているが、完成していない。こ
の場合の典型例としては、３つの旗の型がそ
れぞれ (7,1,7), (5,5,5), (3,3,3,3,3) の
場合がある。このとき、群 SO(15) の次元と
３重旗多様体の次元が等しくなり、「分解不
可能」多重旗多様体の興味深い例を与える。
偶数次直交型３重旗多様体および例外型多
重旗多様体の有限性の条件についてはまだ
研究できていない。 
 関連する研究として、１つの旗多様体が最
大の場合（放物型部分群がボレル部分群の場
合）については Littelmann, Stembridge に 
よって有限型になるための条件は決定され
ている。しかしながら、彼らは開軌道の存在
を示したのであって、具体的な軌道分解は今
後の研究課題である。 
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