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研究成果の概要（和文）：数論の重要な問題としてラングランズ予想と呼ばれているものがある。これは簡約代数群と
いう良い範疇の群の表現と体の拡大を統制しているガロア群の表現との間の関係を予想するものである。本研究におい
ては簡約代数群の表現とガロア群の表現の不変量の関係とみなせる SL(N) の Kottwitz-Shelstad 予想を証明した。
また、ラングランズ予想の重要な一部にエンドスコピーと呼ばれるものがある。本研究においては、SL(2) の被覆群の
エンドスコピーを研究し、コーネン・プラス空間の概念を拡張した。

研究成果の概要（英文）：The Langlands conjecture is important in the field of number theory. It predicts a
 good relation between the representations of the reductive groups and the Galois representations.
In this research, the Kottwitz-Shelstad conjecture, which can be regarded as a relation between an invaria
nt of a representation of SL(N) and an invariant of the corresponding Galois representation, is proved.
On the other hand, one of the important parts of the Langlands conjecture is the endoscopy. In this resear
ch, the endoscopy for the covering groups of SL(2) is studied and the Kohnen plus space is generalized to 
the totally real number field case.
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１．研究開始当初の背景 
研究開始当初の状況として、研究開始以前に 
GL(n) の 局 所 ラ ン グ ラ ン ズ 予 想 が 
Harris-Taylor, Henniart により証明され、
次の目標として古典群の局所ラングランズ
予想が考えられている状況であった。 
ここで、一般の簡約代数群の局所ラングラン
ズ対応においては、パラメータと簡約代数群
の既約表現との間の対応は１対１ではなく、
簡約代数群の既約表現の集合であるパケッ
トを考えなければいけないことが分かって
いた。また、数論的に重要なパケットの内部
構造は S-群とエンドスコピーにより記述さ
れると予想されていた。 
研究代表者は齋藤裕氏と共同で  SL(n) と 
SL(n) の内部形式について S-群とエンドス
コピーを使った精密化された形のラングラ
ンズ予想を研究しており、この研究を発展さ
せてより一般の簡約代数群の局所ラングラ
ンンズ予想について研究を行うことを考え
た。 
一方で局所ラングランズ対応により、パラメ
ータと簡約代数群の既約表現との間の対応
が得られるのであるが、それらの不変量の間
の関係については未知の部分が多い状況で
あった。 
これに対して、研究代表者は市野篤史氏・池
田保氏との共同研究でパラメータの不変量
を使って既約離散系列表現の形式次数を表
す予想を得ており、この方向でも研究を発展
させることを考えた。 
 
２．研究の目的 
研究開始以前には S-群やエンドスコピーを
使ってパケットの内部構造を記述する精密
化された局所ラングランズ予想は  U(3), 
SL(n) とその内部形式といったいくつかの
簡約代数群に対してしか示されていなかっ
た。その為、本研究の研究目的としてより一
般の簡約代数群、特に S-群がより複雑にな
るような古典群に対する精密化された局所
ラングランズ予想について研究し、パケット
の内部構造についての知見を得ることを目
的とした。 
また、局所ラングランズ予想によりパラメー
タと簡約代数群の既約表現との間の対応が
得られるのであるが、研究代表者は市野篤史
氏・池田保氏との共同研究でパラメータの不
変量である L-因子・イプシロン-因子を使っ
て離散系列表現の形式次数を表す予想を得
ていた。簡約代数群の既約表現には他にも不
変量があり、本研究においても他の不変量と
パラメータの不変量との関係を調べること
を研究目的のひとつとした。 
 
３．研究の方法 
(1) 研究代表者は既約表現の原点近傍での
振る舞いとエンドスコピー的持ち上げとの
関係について研究を行い、連携研究者の市野
篤史氏と共同で、GL(n) の捩じれたエンドス

コピー的持ち上げの原点近傍での振る舞い
についての結果を得た。これにより GL(n), 
SL(n) に対する Kottwitz-Shelstad 予想を
証明した。 
(2) 従来の局所ラングランズ予想やエンド
スコピーは簡約代数群に対して定式化され
ていて、その被覆群は予想の範疇にはなかっ
た。 
しかし、Adams, Renard, Trehan, Li 等の研
究により被覆群にもエンドスコピーやパケ
ットの類似と考えられるものが存在するこ
とが分かってきた。 
また、本研究課題の研究を行う中でも、簡約
代数群の被覆群に対してパケットと考えら
れるものが存在し、エンドスコピーとみなせ
る現象があることが分かってきた。 
本研究課題の開始時点では古典群を主な研
究対象として想定していたが、このように被
覆群に対してもパケットやエンドスコピー
の理論が展開できる可能性がでてきた為、本
研究においても被覆群に対する研究を開始
した。 
この研究は池田保氏と共同で遂行し、SL(2) 
の被覆群のエンドスコピーについて研究を
行い、有理数体上の保型形式に対して定義さ
れていたコーネン・プラス空間とエンドスコ
ピーとの関係を調べた。これにより、コーネ
ン・プラス空間の概念を総実代数体の場合ま
で一般化した。 
 
４．研究成果 
(1) 本研究課題の目標のひとつである局所
ラングランズ予想は、ガロア群の表現を一般
化した A-パラメータと簡約代数群の既約表
現との間に対応が存在することを予想して
いる。このことから、パラメータの不変量と
簡約代数群の表現の不変量との間にも関係
が存在するのではないかと考えられる。 
本研究に先立つ、研究代表者と市野篤史氏・
池田保氏との共同研究においては簡約代数
群の既約離散系列表現の形式次数をパラメ
ータの不変量である L-因子, イプシロン-因
子と S-群を使って記述する式を予想した。 
簡約代数群の既約表現の重要な不変量とし
て指標がある。この指標の原点近傍での振る
舞いはベキ零軌道と関連しており、形式次数
は単位元と関連した指標の振る舞いである。 
この観点からみると上記の形式次数に関す
る式は、指標の原点近傍での振る舞いとパラ
メータの不変量である L-因子, イプシロン
-因子との間に関係がある事を示唆している
と思われる。 
一方で簡約代数群が半分裂しているときに
は指標の正則ベキ零軌道と関連した原点近
傍の振る舞いはエンドスコピー的持ち上げ
のホィタッカー模型をつかった正規化の問
題 と 関 係 し て い る 。 こ れ が 
Kottwitz-Shelstad の予想であり、これは正
則ベキ零軌道と関連した指標の原点近傍で
の振る舞いとパラメータの不変量であるイ



プシロン-因子との間の関係を記述している
とみることができる。 
研究代表者は簡約代数群の表現の不変量と
パラメータの不変量の間の関係のひとつと
して、この予想の GL(N) の捩じれたエンド
スコピー的持ち上げの場合の研究を連携研
究者の市野篤史氏と共同で行い、これにより 
Kottwitz-Shelstad の予想を GL(N), SL(N) 
に対して証明することができた。 
パラメーターの表現の不変量と簡約代数群
の表現の不変量との間の関係は数学的に深
いものであると思われ、今後の研究を待つ部
分が大きいと考えられる。 
この意味で、形式次数とは異なる部分の指標
の挙動もエンドスコピー的持ち上げを考察
するとイプシロン-因子と関係しているとい
う本研究の結果は興味深いものであり、形式
次数以外にも指標とパラメータの不変量が
関係している可能性を示しているという点
で意義があると考えられる。 
(2) 本研究の目標であるラングランズ予想
においては、表現のパケットについて明らか
にすることが目的の一つであり、表現のパケ
ットの構造を調べる為にはエンドスコピー
の研究が重要である。旧来のラングランズ予
想は簡約代数群に対する予想であり、簡約代
数群の被覆群はその範疇に含まれていなか
った。 
しかし、本研究において研究代表者は池田保
氏との共同研究のなかで、いくつかの被覆群
に対してもエンドスコピーとみなせる理論
が存在しうることを示した。 
この共同研究においては、SL(2) の２次の被
覆群のエンドスコピーを考察し、SL(2) の２
次の被覆群のエンドスコピー群として 
PGL(2) があり、エンドスコピー群は同じで
もエンドスコピー的持ち上げが異なるもの
として ＋ と ー の２種類があることを見
いだした。 
エンドスコピー的持ち上げは軌道の間の対
応と移送因子によって定まる。この ＋ と 
ー の２種類のエンドスコピーにおいても軌
道の間の対応が異なっている。共同研究では 
＋ と ー の両方に対して移送因子を定める
ことができた。 
このことを使って、SL(2) の２次の被覆群に
対してパケットと呼べるものが存在してお
り、その内部構造がこの２種類のエンドスコ
ピーによって記述されることが示された。 
これは、被覆群に対してもパケットやエンド
スコピーの理論が存在することを示した点
で意義があると考えられる。 
また、簡約代数群 SL(2) 自身のエンドスコ
ピー群は SL(2) とそのトーラスであり、２
次の被覆群のときのような PGL(2) ではな
い。また、簡約代数群 SL(2) 自身のパケッ
トの構造もその２次の被覆群とは大きく異
なっている。 
このことは、被覆群のパケットやエンドスコ
ピーが簡約代数群のものとは異なっており、

単純に簡約代数群の場合の理論を拡張して
いけばよいわけではないことを示している
と考えられる。 
本研究の結果は簡約代数群の被覆群に対し
ても簡約代数群のときと同様にパケットや
エンドスコピーの理論が精緻に存在してい
ることを示しており、今後ラングランズ対応
やエンドスコピーの理論が被覆群に対して
も展開されていくであろう可能性を示して
いる点で重要である。 
また、被覆群のエンドスコピーやパケットが
簡約代数群ものとは異なることを示した点
で今後のこの分野の展開の基礎となる研究
であると考えられる。 
本研究課題においては以上の研究に基づき、
コーネン・プラス空間についても池田保氏と
共同研究を行っていった。 
コーネン・プラス空間は偶数ウェイトのレベ
ル１のモジュラー形式と対応する半整数ウ
ェイトのモジュラー形式の空間であり、その
フーリエ係数によって特徴づけられている。 
またコーネン・プラス空間はある作用素の固
有空間としても特徴づけられている。 
この半整数ウェイトのモジュラー形式は有
理数体上の SL(2) の２次の被覆群の保型表
現と対応するため、コーネン・プラス空間は
上記の被覆群の研究と関連している。 
本研究においてはコーネン・プラス空間を 
SL(2) の２次の被覆群のエンドスコピーと
の関係から調べ、剰余標数が２の素点でのエ
ンドスコピーの理論を精密化した。 
また、ホィタッカー関数の計算を素点が分岐
している場合も含めて一般的に行い、これに
よりコーネン・プラス空間の概念を総実代数
体の場合にまで一般化することができた。 
ここで得られた総実代数体の場合のコーネ
ン・プラス空間もフーリエ係数により特徴づ
けられると同時に作用素の固有空間として
も特徴づけられている。 
本研究によりコーネン・プラス空間をエンド
スコピーと関係して理解することができた
ことはモジュラー形式の理論において意義
のあるものである。 
また、総実代数体の場合にコーネン・プラス
空間が定義されたことは、今後の総実代数体
のモジュラー形式の理論の発展に寄与して
いくものと考えられる。 
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