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研究成果の概要（和文）：距離空間において，局所的に最短な曲線を測地線と呼ぶ。任意の2点を最短測地線で結ぶこ
とのできる距離空間を測地空間と呼ぶ。測地線族が持っている定性的性質と空間の幾何構造の関係についての研究をブ
ーズマンが創始した。その方法を利用して、極を持つ完備リーマン多様体の極の集合の研究、曲面の測地流および平面
凸ビリヤード問題の研究、曲面のシュタイナー比の研究、トポノゴフの比較定理の一般化と球面定理の研究、曲面上の
ボロノイ図とカットローカスの関係の研究について成果を上げた。さらに、非対称な距離を持つ曲面上の測地線の幾何
学に発展させる見通しが付いた。

研究成果の概要（英文）：In an intrinsic metric space, a locally minimizing curve is called a geodesic. We 
say that a metric space is a geodesic space if any two points can be joined by a minimizing geodesic. H. 
Busemann put forward the geometry of geodesics in 1955 to study some properties of geodesics, the 
topological and metric structure of spaces. Using his methods, we produced results on the studies of sets 
of poles in a Riemannian manifold, the geodesic flows on surfaces and the plane convex billiard ball 
problems, the Steiner ratio problem for surfaces, a generalization of Toponogov's comparison theorem and 
some sphere theorems, the relation of a Voronoi diagram and the cut locus. We have a prospect to develop 
the geometry of geodesics in a non-symmetric intrinsic distance space.

研究分野： 幾何学

キーワード： 測地線　曲面　ボロノイ図　カットローカス　シュタイナー比　平面凸ビリヤード問題　トポノゴフの
比較定理　球面定理
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１．研究開始当初の背景 
(1) ブーズマン流の幾何学のリーマン幾何学
への応用 
距離空間において，局所的に最短になって

いる曲線を測地線と呼ぶ。測地線族が持って
いる定性的性質と空間の幾何構造の関係に
ついての研究をブーズマンが創始した。その
中で，平行線の理論が幾何学の研究において
重要な役割を果たしている。特に，リーマン
多様体の距離構造や位相構造の研究に応用
されている。ブーズマン関数の微分可能性と
その多様体の距離構造及び位相構造との関
係や，チーガーとグロモールによって非負曲
率多様体内の全測地的部分集合の内部構造
が明らかにされた(1978 年)。その反対に，非
正曲率多様体内の全測地的部分集合に対し
ては，その外部構造が調べられるはずとの考
えで行った研究がある。ブーズマンが平行線
の理論において重要だと考えていた問題「最
大の共半直線は最大の半直線か？」に対して
否定的な解答を与えた。これまでに，これら
の成果が得られている。 
 
(2) 共役点を持たないリーマン多様体の研究 
普遍被覆空間において，すべての測地線が

最短線になっているとき共役点を持たない
リーマン多様体と呼ぶ。ホップフの定理
(1948 年)「２次元トーラス上の共役点を持た
ないリーマン計量は平坦なものに限る」につ
いて，詳細な研究を行った。この定理の一般
化としては，グリーンによって成されたスカ
ラー曲率の積分の評価(1958 年)と長い間未
解決問題となっていて，1994 年にブーラゴ
とイワノフによって解決された高次元トー
ラスに対する同じ結論がある。私は，スカラ
ー曲率の積分の評価の方が使い道があると
考えて，専らこちらの方の研究をしてきた。
グリーンとガリバー(1984 年)はホップフの
定理の応用として，ユークリッド平面の有界
領域だけで計量を変形した場合には，ある測
地線に沿って共役点が現れてしまうことを
証明した。スカラー曲率の積分を用いたこの
定理の高次元版。位相構造に対する仮定がな
い場合。平面上で有界集合の外部がユークリ
ッド的であることと平坦であることとの違
いを平行線の理論の立場から考察した。ホッ
プフの定理の仮定は，すべての点がポールで
あると読むことができる。ポールの存在だけ
から同じ結論は出ない。しかし，コンパクト
で，測地線を１次元の部分多様体と見て，測
地線の焦点にならない点が存在すればすべ
ての点がそのような性質を持つので，このよ
うなポールが一点でもあれば，ホップフの定
理と同じ結論が出る。２次元トーラス上の測
地線の族がいかなる性質を持つとき共役点
が存在しないかを調べた。この性質は，モー

ザーとバンゲルトやカトックとビアリーが
指摘しているように，ある見方をすると，平
面凸曲線内のビリヤードボールの軌道の研
究に繋がる。 
 
(3) 行列値リッカチ微分方程式の応用範囲の
拡大  
 測地線族から生じるヤコビ場の研究方法
を交わらない曲線族から生じる変分ベクト
ル場へ応用する試み。共役点を持たないリー
マン多様体の研究では，行列値ヤコビ及びリ
カッチ型微分方程式の解の存在がわかって
しまえば，それが何から導かれたかにあまり
関係しないものが多い。ホップフの定理，共
役点を持たない多様体の単位接球束上の測
地流の測度論的エントロピーの計算やアノ
ソフ性質等がそれである。そこで，行列値ヤ
コビ及びリッカチ微分方程式が役立ちそう
な例を，これらの定理や性質を他の対象に移
植するという形で探した。ホイヘンスの原理
が成り立つ２階の常微分方程式の解曲線か
らなる曲線族。自然なラグランジュ力学系の
軌道からなる曲線族。勾配流の軌道からなる
曲線族。また，境界付きリーマン多様体の境
界において反射する測地線の族。glued リー
マン多様体上の測地線の族。これらが応用の
対象になる。 
 
(4) ビリヤード台としての図形，及び，貼り
合わせリーマン多様体の研究  
ビリヤード球の軌道の研究や貼り合わせ

リーマン多様体の研究を滑らかなリーマン
多様体の研究の応用として行う。楕円の各点
は，ビリヤードボールが描く n 角形の頂点に
なり得る。これは，ポンスレーの定理の応用
として証明される。各点がビリヤード三角形
の頂点となりえるが，楕円ではない例を見つ
けた。ビリヤード問題におけるバーコフ予想
「平面凸曲線のビリヤードが積分可能なら
ば，その凸曲線は円か楕円である」に対して，
ビアリーは，1993 年に円である場合に対す
る部分解を証明した。この部分解は，ビリヤ
ードボール力学系を離散力学系と見て証明
を与えたものである。それに対して，ヤコビ
型微分方程式の解の応用として，別証明と高
次元化及び可変曲率の場合の定理を与えた。
この取り扱い方は，そのまま glued リーマン
多様体にも適用される。 
 
(5) 曲面上の最短ネットワーク問題、特に、
曲面のシュタイナー比問題 
曲面上の有限個の点を総長が最短になる

ような線で結び合わせる問題を最短ネット
ワーク問題という。その解を最小シュタイナ
ー木と呼ぶ。新たに点を付け加えない最短な
木を最小全域木と呼ぶ。これらの長さの比の



下限をシュタイナー比と呼び，計算量の違い
から、この比が重要である。平面のシュタイ
ナー比は√3/2 であることが，1968 年にギル
バートとポラックによって予想され，1990
年にドゥとホワングによって肯定的に解か
れたとされていた。その後、1998 年にルー
ビンシュタインとウエングが球面のシュタ
イナー比も同じであることを証明したと発
表した。ポワンカレ円板のシュタイナー比は
1/2 であることの証明に成功した(2005 年)。
ところが，ドゥとホワングの証明に誤りがあ
ることを発見した（2008 年）ので，平面お
よび球面のシュタイナー比は予想に逆戻り
となった。測地線の幾何学は、最短曲線に関
係する問題への応用がたくさんある。 
 
(6) 古典微分幾何学の話題に関する研究。そ
の他 
定曲率空間の特徴付け。面積や体積に関し

た研究。エルゴード的性質と幾何構造の研究。
n-平面公理や n-球面公理の応用として，定曲
率空間の特徴付けを行った。４次元以上のリ
ーマン多様体において，４点の凸包体が２回
のコンベックスコンビネーションによって
作られるならば定曲率空間であるという結
果は，ユークッリド空間を舞台として行われ
ている凸解析のアナロジーをリーマン多様
体で展開することは不可能に近いことを示
唆している。底多様体上で殆どすべての位置
と方向から出発した測地線がどんな方向か
らでもよいから勝手な点の近くを通るとい
う状況を表現するために，「測地流が底多様
体でエルゴード的である」ということを表現
する概念を導入し，これを用いて，２次元ト
ーラス上の計量が平坦であるための一つの
十分条件を与えた。その後，ドネイによって，
球面や２次元トーラスの計量で，単位接球束
上の測地流がエルゴード的であるものが発
見され，これらの計量の間の微妙な違いが理
解される。ユークリッド空間の領域の表面積
Aと体積Ｖとの比A/Vについての上からの評
価を表面からの内向き単射半径を用いて与
えた。逆向き等周不等式と呼べるものである。
２次元３次元の場合は，もっと詳しく計算さ
れ，表面が球面と異なっている場合にはその
上限が変わるという興味ある結果を得た。高
次元の場合を試みているが，まだ旨くいって
いない。A や V，A/V の評価は，等周問題，
ラプラシアンの研究，部分多様体から一定距
離の部分の体積や表面積の計算（ホテリング
ーワイルの定理），等径部分多様体の研究等
いろいろな研究分野に登場するので，幾何学
の様々な分野と関係している。 
 
２．研究の目的 
 学術的背景に記したように測地線の幾何

学はの研究対象は多岐にわたる。今までの研
究を踏まえて，曲面上の最短ネットワーク問
題の研究を中心にして，それに必要な測地線
の幾何学の基盤研究を行う。物体の表面は貼
り合わされた曲面である場合が多いので曲
面上でこの問題は重要である。具体的な目的
は，非負アレキサンドルフ曲面のシュタイナ
ー比を求めることである。その中で，ドゥと
ホワングの定理の証明が修正されることを
期待している。多様体の位相構造や計量の存
在，多様体間の写像の研究が多い中で，私の
研究は曲面上や空間中の図形を測地線を使
って扱う点が特色である。幾何学分野におい
て、２点を結ぶ最短線の研究はなされたが，
ｎ点の場合はほとんど扱われなかった。１次
元プラトー問題である。最短ネットワーク問
題や凸ビリヤード問題を測地線の幾何学の
立場での研究は独創的である。 
 
３．研究の方法 
本研究の参考となる分野の専門家から知

識の提供を受けたり、専門家との本研究につ
いての議論や検討を行うという数学研究の
オーソドックスな方法で研究を遂行した。た
だし、具体的な解決法のアイデアの閃きは、
それについて熱心に考えているときに出る
とは限らないので、測地線の幾何学分野全体
を常に研究対象として行った。そのため、研
究の背景と研究成果では大きな開きが生じ
たが、測地線の幾何学の研究課題の拡大と深
化という点では十分な成果を上げた。また，
関連した分野の研究集会に参加したり，文献、
図書、レクチャーノートを調べることも行っ
た。 
 
４．研究成果 
(1) 極を持つ完備リーマン多様体の極の集合
の大きさをフォン マンゴルト曲面と比較す
る方法で評価した。その際に，カットローカ
スとコンジュゲートローカスの交わりが問題
となるが，ラウチ，ワインシュタイン，クリ
ンゲンバーグ等の定理の一般化を証明した。
この応用として，極を持つ完備リーマン多様
体において，極でない点では，接カットロー
カスと接コンジュゲートローカスは共通点を
持つことを証明し，極の集合の大きさの評価
につながった。(雑誌論文⑪） 
 
(2) 体積有限な多様体の測地流は，ポワンカ
レの再帰定理によって，単位接束上のほとん
どすべての点に対して，再帰的になっている
。この性質を元にして，底空間の測地線の挙
動に対して，二つの条件を考えた。位相的な
混合性に類する性質とエルゴード性に関する
性質に対応している。前者については，2次元
回転トーラスに対しては成立することを示す
ことに成功した。後者に対しては，エルゴー



ド分割をしたときに，その成分を不変なレベ
ルとする第1積分が存在する力学系と密接に
関係することが分かり，極の存在の問題と関
係させて成果を得た。力学系理論において，
積分可能性とエルゴード性は全く異なった性
質であるが，測地流を底多様体の測地線の幾
何学と見るときに，これらが関連したことに
なる。特に，エルゴード的な性質において，
平坦トーラスの役割が明確になった。また，
長年解決することのできなかった平面凸ビリ
ヤードにおける底エルゴード性による円の特
徴づけに成功した。(雑誌論文⑨） 
 
(3) 離散数学分野では，曲率が非負の曲面M
上の有限点に対する最小シュタイナー木に対
して，次の結果を得た。与えられたM上の有限
点に対して，適当なインマースド多角形を考
える。そのとき，この多角形の中での最小全
域木と同じ長さの最小全域木を持ち最小シュ
タイナー木の長さが短くなるユークリッド平
面のインマースド多角形が存在する。これに
より，シュタイナー比の比較定理がある程度
できあがった。(雑誌論文⑧） 
 
(4) 完備リーマン多様体Mの断面曲率が定数
ｃ以上であるとする。曲率が定数ｃである完
備単連結曲面をM(c)とする。トポノゴフの比
較定理は次のように述べられる。M上の測地三
角形に対して，対応する三辺が同じ長さであ
る三角形をM(c)上に作るとき，対応する内角
は，Mの三角形のものよりも大きくならない。
この定理を基点つき完備リーマン多様体のラ
ジアル曲率と平面に同相な回転面の曲率との
比較があれば，頂点の１つが基点である三角
形に対して，同様のことが成り立つことを証
明した。トポノゴフの比較定理は、従来、比
較三角形との間の対応する角の大小関係やア
レキサンドルフの凸性で述べられる。この性
質を参照回転面上の参照曲線と最短線の位置
関係で記述した。(雑誌論文⑤） 
 
(5) 従来の球面定理では、直径の端点が他方
の臨界点であることが重要であったが、放射
曲率を用いたトポノゴフの比較定理の応用と
して、この性質によらない新しいタイプの条
件を見出した。(雑誌論文④） 
 
(6) ボロノイ分割を与える境界線は、２点ま
での等距離集合（二等分線）である。このた
めボロノイ分割の研究には二等分線を研究す
ることが必須である。二等分線を調べるため
に、２点までの距離関数の差と曲面の幾何構
造について研究した。モース理論的な議論が
うまく適用でき、距離関数の差のレベル集合
の変化とオイラー数の関係について興味ある
発見をした。(雑誌論文②） 

(7) 曲面上では閉集合のカットローカスの構
造は完全に決定している。その構造から、距
離関数は非退化な臨界点を持つ関数のように
振る舞うことが分かり、モース理論が応用で
きる。曲面上の距離円とカットローカスおよ
び曲面の位相構造との関係を明らかにした。
実際、曲面の場合には、距離円板を増大させ
るとき、位相構造が臨界点でどのように変化
するか追跡することに成功した。(雑誌論文
③） 
 
(8) この方法は、ボロノイ図の辺とカットロ
ーカスの関係の研究にも利用した。曲面上の
ボロノイ図の研究に関しては、与えられた有
限点集合のカットローカスとボロノイ図の辺
との関係を十分に記述することに成功した。
実際、ボロノイ領域が円板と同相になるため
の条件を見つけ、その条件下でボロノイ図の
辺が基点達のカットローカスのどのような部
分集合になるかを明らかにした。(雑誌論文
②） 
 
(9) リーマン多様体上の2点に対して、その2
点を結ぶ最短測地線の始点と終点における角
度的な分布状態と空間の位相的幾何構造との
関係についての研究で成果を上げた。実際、
球面や高次元平面を特徴づけることを目標と
して発展させた。モデル曲面を2次元球面や平
面と同相な回転面とし、Grove-塩濱の直径球
面定理を手本として、距離関数の臨界点理論
を用いた球面や平面を特徴づける定理の証明
に成功した。(雑誌論文①） 
 
(10) フィンスラー計量から曲線の長さの下
限で導入される内部距離は対称ではない。対
称化距離としては、導入された距離関数の対
称化、その対称化された距離の内部距離化、
および、基本関数を対称化した後で導入され
る内部距離という３つが考えられる。これら
の距離の間の関係を明らかにして、その測地
線の違いが鮮明に表れる回転トーラス上のフ
ィンスラー計量の例を構成した。構成した計
量はフィンスラー幾何学で良く扱われるラン
ダース計量である。(学会発表①、④、⑤) 
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