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研究成果の概要（和文）：結び目は３次元空間内の輪である。どんな結び目も全ての頁をバ

ラバラに開いた本の形の図形上に各羽根との交わりが１本のアーク（曲線分）になるよう

に配置でき、それをアーク表示と呼ぶ。連続的に動かして平面に乗せられるのが自明結び

目である。自明結び目は最小２本のアークでアーク表示される。自明結び目のｎ本のアー

クのアーク表示で、マージ変形でアークの本数を減らすまでに、本数を変えないエクスチ

ェンジ変形がｎの１次式回必要な具体例を構成した。 

 

研究成果の概要（英文）：A knot is a circle in the 3-dimensional space R3. Every knot can be 

placed in a figure in the form of an open-book (a book opened so that every adjacent pair of 

pages are tangent to each other only in the biding) so that it intersects every page in a 

single arc). We call such a placement of a knot an arc-presentation. A knot is called trivial if 

it lies in a plane after being moved continuously. The trivial knot has an arc-presentation 

with two arcs. An example of infinite sequence of arc-presentations with n arcs of the 

trivial knot as below is given. They need linearly many exchange moves not changing the 

number of arcs with respect to n until they admit a merge move decreasing the number of 

arcs.  
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１． 研究開始当初の背景 

 

(1) 結び目とは３次元空間内の輪のことであ
り、３次元空間内で切ったり貼ったりせずに、
連続的に動かしても同じ結び目と見なす。平

面上に交差点無しで乗せることができる結
び目を自明結び目と呼ぶ。任意に与えられた
結び目が自明結びであるかないか判定する
ことは結び目理論の重要な課題の１つであ
る。1960 年代初頭にハーケンがその有限ア
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ルゴリズムを見出したが、その方法は難解で
あり、また計算量が多すぎて、実用的とは言
えなかった。2002 年のハスとラガリアスに
よるライデマイスター変形による方法も計
算量が多すぎた。最近、アーク表示による方
法がディニコフによって発見された。これは
改良すれば実用的になる可能性がある。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図１ 

 

 

(2) 結び目のアーク表示とは、結び目を「全
てのページをバラバラに開いた本」の形の図
形の各ページと１本のアーク（曲がっている
かもしれない線分）で交わるように配置した
ものである（図１）。各アークは綴じ代の線
である「軸」に両端点を持ち、そこで他のア
ークと繋がって、結び目の輪を形成する。自
明結び目は２本のアークからなるアーク表
示を持ち、逆に、２本のアークからなるアー
ク表示を持つ結び目は自明結び目しかない。
２つのアーク表示が同一の絡み目を表すと
き、一方にクロムウェル変形を有限回上手く
組み合わせて適用してもう一方になること
が知られている。クロムウェル変形にはエク
スチェンジ変形、マージ変形、ディヴァイド
変形の３種類の変形があり、エクスチェンジ
変形はアークの本数を変えず、マージ変形は
アークの本数を１本減らし、ディヴァイド変
形はアークの本数を１本増やす。マージ変形
は隣り合う２つのページに入った２つのア
ークが端点を共有したり、１本のアークが軸
上で隣り合う２つの頂点に両端点を持って
いたり、軸上で一番上の頂点と一番下の頂点
に両端点を持っている場合に適用できる。 

 

(3) ディニコフはクロムウェルの手法を発展
させて、自明結び目をほどく（アーク２本だ
けからなるアーク表示にする）変形はアーク
の本数を増やすディヴァイド操作を使わず、
アークの本数を変えないエクスチェンジ操
作とアークの本数を減らすマージ操作のみ
で済むことを示した。このように、自明結び
目のアーク表示は広い意味で単調に簡単に
してゆくクロムウェル変形のみでほどくこ
とができる。 

 

(4) 各自然数ｎに対して、アークの本数がｎ

本のありとあらゆるアーク表示の総数を結
び目の型を限定せずに考えても、多くとも
(n!)2 個であり、有限個である。したがって、
上記(2)のほどき方は結び目が自明か否か（ほ
どけるか否か）判定するための有限アルゴリ
ズムを与える。すなわち、アークがｎ本のア
ーク表示が与えられたとして、それにエクス
チェンジ変形を０回以上適用して得られる
アーク表示を全てしらみつぶしにして求め
る。アークがｎ本のアーク表示は有限個しか
ないから、それは可能である。自明結び目で
あればその中にマージ変形でアークの本数
を減らせるアーク表示が存在するはずであ
る。存在しなければ、そのアーク表示は自明
でない結び目を表す。存在すれば、マージし
て得られるｎ－１本のアークを持つアーク
表示に関して同様の操作を繰り返すことに
よって判定アルゴリズムが得られる。 

 

２． 研究の目的 

 

(1) １背景の段落(4)に述べたように全てのエ
クスチェンジ変形をしらみ潰しに調べるの
では実用的ではない。しかし、どのようにエ
クスチェンジ変形すればよいのか、マニュア
ルができれば実用的になる可能性がある。そ
の方法が見つかる可能性は、通常の結び目の
射影図におけるライデマイスター変形の場
合よりも高いと期待している。広義単調に簡
単にしてゆく変形だけでよいので、人間の感
覚になじみ易いというのが理由の一つであ
る。また、アーク表示は２つの数列を用いて
表すことができ、変形操作の記述も簡単にで
き、マニュアルの記述も比較的容易であると
期待されるのがもう一つの理由である。 

 

(2) その準備の段階の研究として、自明結び
目のアーク表示が具体的に何回のクロムウ
ェル変形でほどけるかという問題がある。こ
れは本研究開始当時は全く研究されていな
かった。必要な変形の最小回数を上から評価
する問題と下から評価する問題が考えられ
るが、まず、本研究では、下から評価するこ
とを目的とする。研究対象とするものが、ど
のくらい複雑なものなのか観察するために、
ちょうど良い課題と思われるからである。必
要な最小変形回数の評価が最初のアーク表
示のアークの本数ｎのなるべく大きな次数
の多項式以上になるアーク表示の無限列の
具体例を与えることが目標である。 

 

３．研究の方法 

 
(1) まず、コンピューターを用いて、アーク
の本数の少ないアーク表示から順に、自明結
び目を表すものたちについて、それぞれほど
くのに何回のクロムウェル変形が必要であ



るか調べる。最も多くの変形回数が必要な具
体例たちのリストを作成し、それらから、変
形回数が多くなる理由の一般的な法則を見
つけ出し、アークの本数ｎのなるべく大きな
多項式回の変形が必要な具体例の無限列の
候補を構成する。 
 また、そのためには、マージ操作によって
アークの本数を減らすまでに必要なエクス
チェンジ操作の回数が重要である。多くの回
数が必要な具体例をコンピューターを用い
て探し、それを参考にして、アークの本数ｎ
が一般の無限列の具体例の候補を構成する。 
 
(2) 無限列の具体例の候補が得られたら、そ
れらが実際に多くの回数のエクスチェンジ
変形を必要としていることを証明しなけれ
ばならない。無限列であるから、コンピュー
ターで調べきることはできない。 

マージするまでのエクスチェンジの回数
の下からの評価はアークの数をｎに固定し
て考えてよい。例えば、アーク表示に対する
量で、エクスチェンジで一定量以下変化し、
マージできるアーク表示では０の値を取る
ものを定義できればよい。 

全体をほどくための変形回数の評価には、
マージ変形で変化せずエクスチェンジ変形
のみで変化する量を見つける。それがエクス
チェンジ変形の回数を評価し、マージ変形の
回数はアーク数が評価する。そういった量で、
しかも上記の具体例の無限列に適用できる
ものを見出す。または適用できるように具体
例を作り直す。 
 
３． 研究成果 
 
(1) 自明結び目のｎ本のアークを持つアー
ク表示で、マージ変形するまでにエクスチェ
ンジ変形がｎの１次式回以上必要な無限列
の具体例を構成し、実際に１次式回以上必要
であることを証明した。そのために、エクス
チェンジ変形の回数を下から評価できる量
を発見した。この結果は下記の学会発表④で
口頭発表した。現在、論文を執筆中である。 

やや専門的になるが、証明のアイデアの概
略を記す。 

アーク表示とほぼ同値のレクタンギュラ
ー射影図を用いる。大雑把にいうと、平面上
の結び目の射影図で、縦線と横線のみから成
り、交差点では必ず縦線が横線の上を通るも
のをレクタンギュラー射影図と呼ぶ。縦線が
アーク表示のアークに対応し、横線がアーク
表示の頂点（結び目と軸との交点、アークの
端点）に対応している。クロムウェル変形も
それに対応する変形が通用することが知ら
れており、それもクロムウェル変形と呼ぶ。 
 まず、自明結び目の writhe = 0 の射影図
を角ばらせてレクタンギュラー射影図に直

す。これは平面上のアンビエント・アイソト
ピーで実現できる。このレクタンギュラー射
影図を R とする。ただし、R はすぐにマー
ジ変形できないものにしなければならない。
最後の条件が付くと、このような R が存在
することは明らかではないが、具体例を見つ
けることができた。 

R の「(m,1)-ケーブル」を Rm とする。た
だし、Rmもレクタンギュラー射影図になるよ
うに、縦線が横線の上を通るように気を付け
て構成する。すると、Rm は自明結び目を表
す。これで自明結び目を表すレクタンギュラ
ー射影図の無限個の列が得られた。 

実は、この Rm はマージ変形できるように
なるまでに少なくとも m回以上のエクスチェ
ンジ変形が必要なのである。 

そのことの証明のためには、先述のように、
アーク表示に対して何らかの量を定義する
必要がある。ここでは、ネックサイズという
量を以下のように定義する。 

アーク表示は２つの数列の組み合わせに
よって表すことができる。片方はページ番号
の列であり、もう片方は頂点の番号の列であ
る。アーク表示は開いた本の上に結び目を乗
せるのであったが、ページたちに軸の上の方
から見て反時計回りにページ番号を付ける。
ただし、全部でｎページの場合、ｎページの
次に１ページが来るところが通常の本とは
異なる。結び目上の点を一つ任意に選び、始
点とする。ただし、始点はアーク表示の頂点
のところに取ってはならない。さらに、結び
目にそって一周する向きを任意に決める。始
点から向きの方向に一周したときに出会う
アークの入ったページ番号を並べて得られ
る数列をアーク列と呼ぶ。これは１からｎの
番号を何らかの順に並べた順列である。頂点
には上から下に順に１からｎの番号を振る。
そして同様に始点から結び目を一周して頂
点列を得る。数列と言ったが、実際には、こ
れはサイクリックな数列であり、最後の数の
後には最初の数が再び続くのだと考える。 
 さて、アーク列と頂点列の両方について、
隣り合う２つの数の間の距離を nを法として
考える。例えば、n=8 のとき、7 と 2 の距離
は 7→8→1→2 と考えて、距離=3 である。こ
の距離の最短の値をアーク表示のネックサ
イズと定める。ネックサイズが１であるアー
ク表示は、すぐにマージが適用できる。また、
ネックサイズはエクスチェンジ変形で高々
１しか変化しない。よって、アーク表示にマ
ージ変形を適用までに少なくともネックサ
イズ回のエクスチェンジ変形が必要である。 
 さて、R はすぐにマージできないので、そ
のネックサイズをｓとすると sは２以上であ
る。また、Rm のネックサイズは s-1 と mにほ
ぼ比例することが分かるので、Rm はマージが
適用できるようになるまでに m回以上のエク



スチェンジを必要とすることが証明される。 
 
(2) マージ変形するまでに必要なエクスチ
ェンジ変形の回数が、アークが 7本で 1回, 8
本で 2回, 9本で 4回, 10 本で 7回, 11本で
11 回である具体例をコンピューターを用い
て見つけた。階差数列は 1，2，3，4…だから、
このペースで増えれば、アークの本数ｎの２
次式以上の回数が必要な具体例の無限列が
存在するだろう、また、３次式以上にはなら
ないだろうと予想を立てた。 
 
(3) ほどくまでに必要なクロムウェル変形
の回数が、アークが７本で６回、８本で９回、
９本で１３回である具体例をコンピュータ
ーを用いて見つけた。これは計算に莫大な時
間がかかり、本数が多いアーク表示を調べる
のは実際には困難であった。なお、この仕事
は当時学生であった和田千波に卒業研究と
して協力して頂いた。 
 
(4) 研究課題からはやや外れるが、アーク表
示を日々観察してきたことの副産物として、
２つの論文を書いた。まず、１つ目を説明す
る。(1)で紹介したレクタンギュラー射影図
について、自明結び目のレクタンギュラー射
影図はマージ変形を使わずにエクスチェン
ジ変形のみで交差点無しの射影図に変形で
きることを証明した。勿論、ディヴァイド変
形も用いない。なお、この仕事は当時学生で
あった山田さやかに修士論文のための研究
として協力して頂いたものであり、専門雑誌 
Journal of Knot Theory and its 
Ramifications に論文を投稿中である。
arXiv には既に掲載されており、下記の URL 
で論文がダウンロードできる。 
http://arxiv.org/abs/1303.6717 
 
(5) ２つ目の副産物の論文を説明する。(1) 
で説明したレクタンギュラー射影図につい
て、最も左の縦線と最も右の縦線の間のエク
スチェンジ変形やマージ変形が何回のライ
デマイスター変形で実現できるか、その回数
の上界を求めた。この仕事は当時学生であっ
た西川友紀に修士論文のための研究として
協力して頂いたものであり、専門雑誌 
Journal of Knot Theory and its 
Ramifications に論文を投稿中である。 
 
(6) 研究課題と直接の関わりは無いが、他に 
1-genus 1-bridge knot の外部の Heegaard 
splitting で 種 数 ２ の も の が  1-genus 
1-bridge knot の分割を与える曲面に対して
どのような位置にあるか研究した２つの論
文が専門雑誌に掲載された(下記、雑誌論文
④と⑤)。また、結び目の特徴をよく捉える 
quandle という代数の演算表に関する論文

が専門雑誌に掲載予定となった(下記、雑誌
論文⑥)。 
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