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研究成果の概要（和文）：確率微分方程式(以下SDE)の高次弱近似を実現するアルゴリズムと理論に関するものである.
 以下の5点の成果を得た. [1]バリア型の金融派生商品への楠岡近似アルゴリズムの拡張. [2]我々の楠岡近似のアルゴ
リズムの計算機プログラムライブラリの完成. [3]SDEの7次の弱近似(通常の意味では3次)を実現する新しい近似アルゴ
リズムの発見. [4]ファイナンスに於いて重要であるHeston Modelに我々のアルゴリズムの一つ(所謂NNアルゴリズム)
を適用する際に更に高速化を可能とするような変数変換手法の発見. [5]高頻度取引の分野で情報に時差がある場合に
それを検出する指標を新たに発見.

研究成果の概要（英文）：The following 5 results are achieved: [1] A new higher order algorithm for pricing
 barrier-type derivatives is found. [2] A computer program library of Kusuoka approximation for general SD
Es are constructed and made public. [3] A new family of stochastic variables that enables 7th order weak a
pproximation is constructed. [4] A new variable transformation method for Heston stochastic volatility mod
els found. The transformed Heston model can be calculated faster by the NN algorithm. [5] A new index proc
ess from which we can detect lead/lag relations between two stochastic processes is constructed.
Results [1][2] and [3] are expected from the beginning of this research project. [4] and [5] are the spin-
offs of the main project.
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１．研究開始当初の背景  
確率微分方程式(以下SDE)で記述される拡散
過程 X(t)と或る関数 f が与えられているとき
期待値 E[f(X(T))]を数値的に求める事をこの
SDE の弱近似問題と謂う. この問題は近年, 
特に金融産業に於いて日々大量に行われる
ようになったために重要な問題であると考
えられるようになってきている. SDE の弱近
似の方法には確率論的手法(シミュレーショ
ン法)と偏微分方程式に帰着させる手法とが
あり両者とも実務に於いて使用されており
重要である. シミュレーション法を用いる場
合にはまず対象となる SDE を時間方向に離
散化して有限次元に帰着させる. これの手順
では通常 Euler-丸山近似と呼ばれる方法が
用いられてきた. この方法は離散化誤差が離
散化幅について一次であるという意味で一
次近似である. ここで高次の離散化を行なう
ことができればその後の数値積分の積分領
域の次元を下げることが可能となる. 近年こ
の数値積分に準モンテカルロ法を用いる事
が主流となりつつあるがこの場合積分領域
の次元が小さくなると必要な計算量が劇的
に減少し計算速度が大きく向上する. 然しな
がら一般の SDE に対し高次の離散化を現実
的に行なうのは不可能であった. その理由は
(R1)伊藤-テイラー展開を形式的に適用して
もブラウン運動の反復積分が多数現われそ
の同時分布は未だに未知である. および(R2)
膨大な記号計算があらわれる. このような背
景の下, 報告者等は楠岡によって確立された
SDE の高次離散化の手法[K](楠岡近似)を実
現するアルゴリズムを自由リー環に値を取
る確率変数を具体的に構成するという方法
で実現することに成功した[N1][N2]. この手
法の有用性は直ちに認められ, 報告者等の方
法に基いた新たな研究が成されている. 
[K] Shigeo Kusuoka, ``Approximation of 
expectation of diffusion process and 
mathematical finance’’, Adv. Stud. Pure 
Math., 31 (2001), pp. 147–165 
[N1] Syoiti Ninomiya and Nicolas Victoir 
``Weak approximation of stochastic 
differential equations and application to 
derivative pricing'', Applied Mathematical 
Finance, vol. 15, No. 2, pp. 107--121 (April 
2008) 
[N2] Mariko Ninomiya and Syoiti 
Ninomiya, ``A new higher-order weak 
approximation scheme of stochastic 
differential equations and the 
Runge-Kutta method'' (with Mariko 
Ninomiya),  Finance and Stochastics vol. 
13, No. 3 (September, 2009), pp. 415--443. 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は報告者が発見した SDE の楠
岡近似の手法を以下の観点において発展さ
せることである. この目的の為に課題とし
て以下の三つ:(S1)経路依存型の金融派生商

品の計算に現われるような場合への手法の
拡張,(S2)実務家や研究者が容易に本手法を
用いることができるようにするための計算
機プログラムライブラリの開発(S3)さらに
近似の次数を上げたアルゴリズムの構成の
研究, を取り上げることとする. 
 
３．研究の方法 
(S1)については理論的にはどのようにするべ
きかが略わかってきたので数値的な実験と
並行して理論の確立と実用的な有用性の検
証の両方を行う. (S2)については現在までに
確立されている範囲についてのライブラリ
化をまずは行ない, 追って研究用に更に抽象
化した部分のライブラリ化を目指す. (S3)に
ついてはブラウン運動の反復積分同士の関
係を調べるという方法、および nilpotent な
自由リー環に対応する自由リー群の構成方
法を調べるという方法でアプローチする. 
 
４．研究成果 
(S1)についてはBarrier型と呼ばれる経路依
存型オプションについて2/3次の近似を可能
にするアルゴリズムおよび特定の問題に対
してそれを更に1/2次向上させるアルゴリズ
ムを構築した. 2/3 次のアルゴリズムに関し
ては[KNN]で数値実験とともに報告した. 後
者については[N3]の中で報告した. これら
の数値実験の中で解明すべき現象が現われ
た為, 現在これの研究をつづけているとこ
ろである. 以上の結果をまとめて投稿する
予定である. (S2)については二宮真理子氏と
共同でまずは実務家向けのC言語によるプロ
グラムライブラリを開発した. これらのラ
イブラリについては二宮真理子により
[M1][M2]で公表された. 現在はこのライブ
ラリをさらに抽象化してより多くのパラメ
ータを可変としたものに改良している段階
である. (S3)に関しては 2次元の標準ブラウ
ン運動と7次まで同じ振舞いをするような確
率変数(7 次積率一致族)を学生とともに構成
した. このとき, 自由リー環の基底に対し
て独立した確率変数を割り当てる, という
方針で構成に臨んだところ上手く構成がで
きた. この結果を[N4]で報告した. 現在は
この構成が成功した理由の解明を目標に理
論研究をしているところである. 
以上は研究開始当初の計画の中である程度
予想されていた成果であるがこれら以外に
予想外の副産物として以下の様な成果を得
た. 近年, 金融市場の取引の大部分は計算
機プログラムによって自動的に行なわれる
ようになってきており, これらは高頻度取
引と呼ばれ重要な研究対象と考えられる. 
報告者らは高頻度取引を念頭に複数資産の
間に時間的な「進み」「遅れ」の関係がある
場合に有効な指標の有力な候補を発見した. 
これは本研究計画の本来の目的である高次
離散近似の理論において2次の近似を支配す
る本質的な量であるレヴィの確率面積と同



じものである. 現在, 実際の市場データを
も用いてこの指標の有用性を確認できたと
ころである. この結果については[N5]で報
告した. 
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