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研究成果の概要（和文）：4-interval	 exchange	 変換上の Rauzy	 inductionから生成される周期

8 のサブスティテューション列に注目した．ここで自然に定義できるタイリングサブスティテ

ューションは，タイルを重複させてしまう場合があるが，タイルの「ブロック化法」を用いる

ことによって重複を回避し，互いにタイリングサブスティテューションによって移り合う 8 枚

のタイリングを生成することに成功した．	  
 
研究成果の概要（英文）： The tiling substitutions obtained by the Rauzy induction of 
4-interval exchange transformations with the period of length 8 sometimes generate the 
overlapping patch.  We avoid this phenomenon by using the “blocking method” and we 
succeeded in generating 8 tilings.   
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１．研究開始当初の背景 
rank dの自由群 F<1.2,…d>上の自己同型変
換θの随伴行列 Lの固有値が，hyperbolic条
件|λ1|>=|λ2|>1>|λ3|>=・・・>=|λd|
を満たすとき，θを用いて，Lθ不変 2次元拡
大空間上に Rauzy fractal 領域を構成するた
めの理論が，当時盛んに研究されていた．
Rauzy fractal の境界はθを用いて表現する
こ と が で き る が ， し ば し ば 複 雑 な
cancellation を起こす．その cancellation を

どう制御するかが課題であった．具体的には，
Tribonacci サブスティテューション: 1→12, 
2→13, 3 →1 の自己同型変換θは，1→3, 2
→13-1, 3→23-1となるが，その随伴行列 Lθの
固有多項式は，hyperbolic な構造を持ってい
る．そして Lθ不変 2次元拡大空間を P, 単位
ベクトル{ei}i=1,2,3 の P への射影を{πei}i=1,2,3
とし，自由群の元 21-132-113-1と{πei}i=1,2,3か
らつくられるP上の閉折線を同一視すること
とする．このとき，θn(21-132-113-1)に対し，
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Lθ-n を作用させ正規化したもの，すなわち，
limn→∞L θ

-n 	 (θ n(21-132-113-1))が Rauzy 
fractal と呼ばれる領域 X の境界である．こ
の領域の境界は，フラクタルカーブとなって
いて，この領域 Xを用いて平面 P上に周期的
タイリングが形成されること，また領域Xは，
2 次元トーラスと同相であることが知られて
いる（ [Arnoux-伊藤 ]）．ところで，θ
(21-132-113-1)=θ(2)θ(1-1)θ(3)θ(2-1)θ(1)θ
(3-1)= 13-1 ・ 3-1 ・ 23-1 ・ 31-1 ・ 3 ・
32-1=13-13-121-1332-1より，下線部「3-1・3」
の箇所で cancellationが発生していることが
わかる．この cancellationの発生が，Xの境
界のハウスドフル次元の値を正確に知ろう
とすること，いいかえると，θn(21-132-113-1)
の辺の個数のオーダーを求めることを難し
くしている．Tribonacciサブスティテューシ
ョンの自己同型変換θから生成されるXの境
界については，A=21-1, B=32-1, C=13-1, D=3-1

とブロック化することで得られる，新しい 4
文字上の自由群 F<A,B,C,D>上の自己同型変
換Θ：A→CD，B→A, C→D－1B, D→Aにより，
θn(21-132-113-1)	 = Θn(ABC)を示すことが
でき，かつΘn(ABC)において，cancellation
を発生させないようにできた．この「ブロッ
ク化法」により， Xの境界がフラクタルカー
ブとなること，およびそのハウスドルフ次元
を計算できることに成功していた（[伊藤̶木
村 ]）．次のステップとして，より複雑な
cancellation が発生する場合に対応できるよ
うな方法を確立することが求められていた． 
 
２．研究の目的 
当時，関心があったのは， 
(1) d＝3において，コンパニオン行列 
(2) d＝4，かつ non-Pisot型の行列 
に関する自己同型変換θにおいて，発生する
cancellation を制御するための方法を明ら
かにすることであった． 
 
３．研究の方法 
境界について探求するために，タイリングの
生成に関し，調べる必要があった． 
(1) d=3の場合，すでに Jacobi-Perron アル
ゴリズム（高次元連分数アルゴリズムの
１つ）から生成されるサブスティテュー
ションについて，タイリングを生成する
ためのサブスティテューション列の条件
が知られていた．そこで，modified 
Jacobi-Perron の場合についてのサブス
ティテューション列をつくり，平面上に
タイリングを生成するための様子を観察
した． 

(2) d=4の場合，4-interval exchange 変換の
familyの Rauzy induction を通して，4
次の hyperbolic total real な non-Pisot
型の固有値を持つ substitution が現れ

るが，それらを用いて，平面上にタイリ
ングを生成させた． 

	 
なお上記のテーマについて，フランスの P.	 
Arnoux,	 V.	 Berthé,	 T.	 Jolivet,	 A.	 Siegel	 
などの quasi-periodic	 平面タイリングの研
究グループと情報交換を行いながら，研究活
動を進めた．	 
	 
４．研究成果	 
(1)	 d=3 の場合，modified	 Jacobi-Perron	 ア
ルゴリズムから生成されるサブスティテュ
ーションに対し，平面上に，全平面を覆うタ
イリングを生成させるためのサブスティテ
ューションの並び方の条件を具体的に示し
た．	 この成果は，論文「The	 condition	 for	 
the	 generation	 of	 the	 stepped	 surface	 in	 
terms	 of	 the	 modified	 Jacobi-Perron	 
algoritm」として，まとめているところであ
る．	 
	 
(2)	 さらに，田村-安冨により考案された，
３次体と相性のよい value 付き高次元連分数
アルゴリズムから生成されるサブスティテ
ューションに対しても，そこから自然につく
られるタイリングサブスティテューション
の列を用意し，タイリングを生成してみせた．	 
この成果は，論文「A	 new	 multidimensional	 
slow	 continued	 fraction	 algorithm	 and	 
stepped	 surface」としてまとめ，現在投稿
中である．	 
	 	 

(3)	 4-interval	 exchange	 変換上の Rauzy	 
induction から生成されるサブスティテュー
ションを定義すると，タイルが重複するタイ
リングサブスティテューションに遭遇する．
この重複問題を，タイルのブロック化法を用
いることによって，回避することに成功した．
そして具体的に，周期 8のサブスティテュー
ション列の場合において，タイリングがタイ
リングサブスティテューションによって移
り合うことを示した．	 	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
 
 
図  1  Rauzy induction diagram with 
substitutions. 



 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
図 2	  多角形によるタイリングが，タイリングサ
ブスティテューションによって移り合う様子．	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
図 3	  フラクタル図形によるタイリングが，タイ
リングサブスティテューションによって移り合う

様子．	 
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