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研究成果の概要（和文）：Jacobi-Perron アルゴリズム（高次元連分数アルゴリズムの 1 つ）か

ら生成される 3 文字のサブスティテューション列がいかなる条件で並んでいるとき，その列を

用いて，平面上に準周期タイリングを生成することができるかについて，伊藤-大槻の定理

（1994 年）が知られている．この研究では，近年新しく生まれた 3 つの高次元アルゴリズム

においても，伊藤-大槻の定理と類似の主張が可能であることを示した． 
 
研究成果の概要（英文）：It is known the condition of the digit sequence obtained by the 
Jacobi-Perron algorithm which generates a quasi-periodic tiling of the plane in Ito-Ohtsuki 
(1994). In this project, we showed that we can get the analogous result in terms of the new 
three multi dimensional algorithms. 
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１．研究開始当初の背景 
行列 A が SL(2,Z)で，さらに行列 A の固有値
λ1, λ2が，|λ1|>1>|λ2|であるとき，A か
らつくられるトーラス T2 上の群自己同型変
換 TA: T2→T2の Markov 分割ξ={M0,M1},は
LA-拡大不変空間 Pc 上の 2 つの線分 X1，X2，
及び LA-拡大不変空間 Pe 上の２つの線分 Y1, 
Y2でつくられた２つの矩形 M0, M1として与
えられた（[Adler-Weiss]）．この結果，「群自
己同型変換という幾何学的・代数的変換が，
Markov 分割を通して，shift of finite type 

な記号力学系と同型となる」という主張は，
力学系・エルゴード理論に多大な影響を及ぼ
すこととなる．それでは，行列 A が SL(3,Z)
で，hyperbolic 条件：|λ1|，|λ2|>1>|λ3|
をもつ群自己同型変換においてMarkov 分割
はどのように構成されるか，が自然に問われ
てくる．一般の d で，「hyperbolic 条件を満
たすものは，必ず Markov 分割が存在する」
（by Sinai），「d＝3 のとき，Markov 分割を
形成する集合の境界は not-smooth である」
（by Bowen）が示された．となれば，その
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形を構成的にみてみたく，Arnoux-伊藤は，
その構成法を考案した．以上の歴史的背景の
中，JaobiPerron アルゴリズムのように，そ
のアルゴリズムからサブスティテューショ
ンの列が生成され，それを用いて平面上に準
周期タイリングを生成可能かどうか判定し
たくなるような，面白いアルゴリズムがいく
つか生まれており，当時の新しい課題でもあ
った． 
 
２．研究の目的 
整数行列Aが SL(d,Z)で，dが 3以上のとき，
固 有 多 項式 が 既約 で， か つ固 有 値が
hyperbolic 条件： | λ 1|>=| λ 2|>1>| λ
3|>=・・・>=|λd|を満たす行列から出発し，
行列から定まる線形変換 LA の拡大不変平面
Pe 上に，標準基底{ei}i=1,2,…d を射影した{π
ei}i=1,2,…d から生成される dC2個の平行し変形
をプロトタイルとする準周期タイリングの
構成法を確立すること，そして，トーラス Td

上の群自己同型変換 TAx=Ax (mod 1)の
Markov分割をexpliitに構成する理論を確立
することを目指すために，サブスティテュー
ションをつくるアルゴリズムに注目するこ
ととなる．サブスティテューション列を生成
するアルゴリズムのうち，当時より関心があ
ったのは， 
(1) Modified Jacobi-Perron アルゴリズム

（高次元連分数アルゴリズムの１つとし
てよく調べられており，このサブスティ
テューションを用いたタイリングの生成
理論が求められていた） 

(2) 「value 付き」と呼ばれる高次元連分数
展開の新しいタイプのアルゴリズム（田
村-安冨によって考案され，計算機実験上
3 次体と相性がよく，周期的なサブステ
ィテューション列を生成してくれる） 

(3) Rauzy induction アルゴリズム（4 区間交
換変換上の induction アルゴリズムで，
non-Pisot 型のサブスティテューション
を生成する意味で大切） 

などであり，これらのアルゴリズムから生成
されるサブスティテューション列から平面
タイリングの生成理論の構築を目的とした． 
  
３．研究の方法 
サブスティテューションの列からタイルの
タイリングサブスティテューションの列を
つくり，平面上にタイリングを生成しようと
することから，タイリングサブスティテュー
ションの幾何学を確立させる必要がある．例
えば，連結なパッチ（タイリングの断片）に，
タイリングサブスティテューションを施し
ても連結かなど，重なりあうことはないかな
どについて示すために必要な基礎概念をつ
くっていく作業は，大変ではあるが，なかな
か面白い．一方，タイリング理論を構築しよ

うとすると，膨大なコンピュータシミュレー
ションなしには，対応できない．まるで実験
数学のようで，これも面白い．このようなタ
イリング構成に関し，フランスの P. Arnoux, 
V. Berthé, T. Jolivet, A. Siegel などの
quasi-periodic 平面タイリングの研究グル
ープと親密な情報交換が行われている． 
 
４．研究成果 
(1) Jacobi-Perron アルゴリズム（高次元
連分図ウ）から生成される d=3 のサブスティ
テューション列が，いかなる条件を満たして
並んでいるとき，そこから生成されるタイリ
ングサブスティテューション列からできる
パッチ列が，平面上の stepped surfaceへと
成長していくかについて，伊藤-大槻の定理
が知られているが，Modified Jacobi-Perron 
アルゴリズムから生成されるサブスティテ
ューション列においても，類似なものが得ら
れることがわかった．具体的には，サブステ
ィテューション列のしくみ，及びタイリング
サブスティテューション列のしくみが完全
にわかり，それらを用いて stepped surface
からなる平面タイリングを生成する判定条
件を与えることに成功した．この成果は，論
文「The condition for the generation of the 
stepped surface in terms of the modified 
Jacobi-Perron algorithm」として，まとめ
ているところである． 
  
(2)「value付き」アルゴリズム（高次元数論
的アルゴリズムのうち，連分数型というより
Farey 型のアルゴリズム）については，タイ
リング生成のためのタイリングサブスティ
テューションが well-defined であることま
では明らかとなった．この成果は，論文「A new 
multidimensional slow continued fraction 
algorithm and stepped surface」としてま
とめ，現在投稿中である．今後は，このアル
ゴリズムを用いて，タイリングが全平面的に
生成できるためのタイリングサブスティテ
ューション列の条件を明記することが急が
れる． 
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（次のページに続く） 
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上図は，「value 付き」アルゴリズムから生成され

たタイリングサブスティテューションΘの例であ

る．Θは，Farey 型タイリングサブスティテュー

ションに分解されている．ここでΘ=Θ(2,0)Θ(0,2)

Θ(2,1)Θ(2,1)Θ(0,1)Θ(1,0)Θ(0,2)Θ(0,2)Θ(1,2)Θ(2,1)Θ(1,0)

Θ(1,0). このΘによって，limn→∞Θn (U) は，全平

面を覆うようにタイリングすることができるか，

判定したい． 
 
(3) 4-区間交換変換上の Rauzy inductionか
らつくられる 4文字のサブスティテューショ
ンから決まる行列は，non-Pisot, 既約，さ
らに総実であることが一般的である．この中
のサブスティテューションの中から，周期 8
のサブスティテューション列を選び，行列不
変な拡大及び縮小する２つの平面上に，標準
ベクトルの射影から生成される 6個の平行し
変形によるタイリングサブスティテューシ
ョンを定義しようとするとき，必ず重複のあ
るタイリングサブスティテューションに遭
遇してしまう．この重複問題の解消が鍵だが，
具体的に，周期 8のサブスティテューション
列の例においては，タイリングを生成可能で
あることが示された．この成功は，総実でな
い4次 non-Pisotの行列に対して得られたタ
イリングの結果を，総実の場合のタイリング
問題へと拡張できた点で価値がある．4-区間
交換変換から導出されるもっと広い総実の
クラスでも，タイリングが生成可能であるこ
とを示したいところである． 
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