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研究成果の概要（和文）：感染症の伝播やAIDS発症、自己免疫疾患を含む様々な医学現象を記述する一般的な基本数理
モデルを構築した。さらに時間遅れ（感染症では潜伏期、SIDA発症や自己免疫疾患では免疫が誘導されるまでに必要な
時間）を導入し、時間遅れが数理モデルの大域的挙動に与える影響を考察した。特に時間遅れの導入によって平衡点の
大域的漸近安定条件が変化しないことが保障される数理モデルの構造を明らかにした。
　４年間の研究によって、基本数理モデルに対する大域的安定性を判別するためのリアプノフ関数・汎関数の構成法を
得ることができた。

研究成果の概要（英文）：It has been constructed a general basic mathematical model for the propagation of 
epidemics. Further time delay (describing incubation period, time for immune system to be activated)  is i
ntroduced into the basic model and considered its effect on the global dynamics of the model. Especially, 
the mathematical structure of the model ensuring the global asymptotic stability under the effect of time 
delay is obtained.
  The research for four years shows how to construct Lyapunov function (functional) to ensure the global s
tability of the basic mathematical model.
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１．研究開始当初の背景 
3 変数 x,y,z に対して次の基本常微分

方程式系を考える． 

  

 

 
この方程式系は x,y,z を未感染人口，潜伏期
人口，感染者人口とすれば，感染症の伝播
モデルを記述している．また x,y,z を個体内
における感受性免疫細胞（標的細胞）, 感
染免疫細胞（損傷を受けた細胞（自己抗原））, 
血液中の HIV 粒子（免疫細胞）とすれば
AIDS 発症モデル(自己免疫疾患モデル）を 
記述する． 1927 年の Kermack-McKen 
drick の研究が感染症の数理モデル研究の
始まりであり，AIDS 発症における数理モ
デル研究は1990年代のNowakらが最初で
ある．自己免疫疾患モデル研究は申請者ら
の研究がはじめてであり，右辺の非線形関
数の取り方によってはモデルが周期解を有
することが知られている． 

感染症の伝播モデルでは潜伏時間，
AIDS 発症や自己免疫疾患モデルでは免疫
誘導時間を表す時間遅れを上記モデルの右
辺に導入することが自然である．たとえば
正の定数τに対して，前者では第 2 式右辺
の g(x(t),z(t))を g(x(t-τ),z(t-τ))，後者で
は h(y(t)) を h(y(t-τ))とする．一般に時間
遅れを持つ関数微分方程式系の安定性問題
は常微分方程式系と比較して困難となる．
g に特殊な関数形を仮定した時間遅れを持
つ感染症伝播モデルについて，申請者は次
を証明した．3 変数が全て正である平衡点
が存在しないときには x だけが残った平衡
点が大域的漸近安定であること；正の平衡
点が存在する場合は x だけが残った平衡点
は不安定となるが正の平衡点の大域的安定
性は一般的には不明であり，数学的には解
がパーマネンス（任意の解が有界であり，
下極限が正）である．最近このモデルにつ
いて，正の平衡点は存在すれば大域的に安
定であることが証明された． 

本研究では，一般的な非線形関数を有
する上記数理モデルに時間遅れを導入した
関数微分方程式系について，その大域的安
定条件を求める．また非線形関数によって
は周期解が存在することが分かっているの
で，周期解の存在と安定条件を調べる． 
 
２．研究の目的 
本研究では，感染症の伝播や AIDS 発症，

自己免疫疾患を含む様々な医学現象を記述
する一般的な基本数理モデルを構築する．
さらに時間遅れ（感染症では潜伏期間，

AIDS 発症や自己免疫疾患では免疫が誘導
されるまでに必要な時間）を導入し，時間
遅れがモデルの大域的挙動に与える影響を
考察する．特に時間遅れの導入によって平
衡点の大域的漸近安定条件が変化しないモ
デルの非線形構造を明らかにする．基本モ
デルの解析に必要な数学的手法を確立する
とともに，医学における時間遅れを有する
様々な非線形現象の理解を深める． 
 
３．研究の方法 
本研究は研究目的を達成するためにでき

るだけシンプルな数理モデルを構築し，理
論解析（Lyapunov-LaSalle の方法など）・
数値計算を行う．平衡点の大域的安定性を
保障する数理モデルの構造と時間遅れの関
係を明らかにする．医学的に妥当な数理モ
デルを構築・評価するために数理科学研究
者・医学研究者が共同する． 
 
４．研究成果 

基本微分方程式に新たな変数ｗを追加し
た拡張モデルを考察した．ここで AIDS 発
症モデルに関しては，ｗは免疫細胞に対応
する．関数 g(x,z)をｘに関し飽和関数，z
に関して線形である（g(x,z)＝ｘz/（1＋α
x））とし，また免疫活性化関数 f(y、w)を
積 yｗで与えられる場合が論文[1]で考察さ
れた．2 つの関数で時間遅れを考慮しない
場合，免疫モデルの平衡点の大域的安定性
が完全に決定された．すなわちウイルスの
基本再生産数 R0 が１より小さければ，ウ
イルスは侵入できず未感染細胞だけが生き
残る平衡点 E0 が大域的に安定である．R0
が１より大きいが免疫細胞の基本再生産数
R1 が１より小さければ，ウイルスは侵入
するが免疫細胞が活性化されない平衡点
E1 が大域的に安定である．R1＞１となる
と免疫細胞が活性化され全ての変数が正と
なる平衡点 E*が大域的に安定となる． 
論文[1]では感染細胞がウイルスを生産す
るようになるまでの時間遅れωと免疫細胞
が感染細胞を認識してから活性化されるま
でに時間遅れτが存在するとして，上述の
平衡点の大域的安定性に対する時間遅れの
影響を考察した．免疫プロセスが複雑であ
るので，免疫活性化関数ｆ(y,ｗ)で 2 変数
ともに時間遅れを考慮した f(y(t-τ),w(t-
τ))（ケース１）と感染細胞の時間遅れだ
けを考慮した f(y(t-τ),w(t)) （ケース２）
が解析され，以下のような結果が得られた．
R0＜１であれば平衡点 E0 は不安定化しな
い（局所的に安定）． R1＜１＜R0 であれ
ば平衡点 E1 が局所的に安定である．いず
れの場合もケース１ではそれぞれ平衡点の
大域的安定性が証明されたが，ケース 2 で
は大域的安定性は未解決である．R1＞１の
場合は複雑である．免疫活性化に関する時
間遅れを無視して時間遅れωだけを考慮し
たモデルでは E*は大域的に安定となる．し 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
かし時間遅れτが存在すると 2 つのケース
でともに E*が不安定化し，周期解やカオス
的な解軌道が得られる．このように免疫モ
デルに時間遅れを導入するとモデルの安定
性に影響を与える場合（τ）と影響しない
場合（ω）があることが分かった． 
[1] Impact of Intracellular Delay, Immune 
Activation Delay and Nonlinear Incidence 
on Viral Dynamics, G. Huang, H. Yokoi, Y. 
Takeuchi, T. Kajiwara, T. Sasaki, Japan J. 
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