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研究成果の概要（和文）：空間遠方で減衰するランダムポテンシャルを持つ１次元のシュレーディンガー作用素の有界
区間上への制限の固有値をスケーリングして得られる点過程の、無限体積極限を調べた。結果：(i) 減衰が速いとき：
点過程はclock processに収束し、Second order はガウス過程に収束する、(ii) 臨界オーダーのとき：点過程の極限
は circular beta ensemble のスケーリング極限と一致する。更に、この極限は Gaussian beta ensemble のスケーリ
ング極限とも一致し、その系として、この２つの beta ensemble のスケーリング極限は一致する。

研究成果の概要（英文）：We study the level statistics problem for 1-dimensional Schroedinger operators wit
h random decaying potential. That is, we restrict our Hamiltonian on a bounded interval, consider a point 
process composed of the rescaled eigenvalues of this truncated Hamiltonian, and then study its infinite vo
lume limit. The result is : (i) rapid decay case : the point process converges to the clock process, and s
econd order asymptotics converges to Gaussian, (ii) critical decay case : the point process converges to t
hat of the circular beta ensemble, as well as that of the Gaussian beta ensemble, thus yielding the coinci
dence of these two processes as a corollary. 
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１． 研究開始当初の背景 
 
(1) ランダムなポテンシャルを持つシュレー
ディンガー作用素はスペクトルのある領域
において、固有値が稠密に分布し、スペクト
ルは連続成分を持たず、対応する固有関数は
遠方において指数的に減少するという特徴
を持ち、アンダーソン局在と呼ばれている。
これは物性物理学において主要な研究テー
マの一つであるが、数学的研究は古くから行
われているものの、物理の研究者たちの間で
コンセンサスが得られていることと、数学で
厳密に証明されていることとの間にはギャ
ップが存在するのが現状である。特に、連続
スペクトルの存在は、ランダムポテンシャル
の影響下でも量子力学的粒子が局在しない
ことに対応し、その証明がなされていない。 
 
(2) ランダムなエネルギー準位の分布を調べ
る、いわゆる準位統計の問題については、ア
ンダーソン局在下においてその固有値の分
布はポアソン過程に従うことが証明されて
いる。しかし、連続スペクトルのエネルギー
領域において、エネルギー準位はランダム行
列理論で記述されることが物理の研究者に
よって予想されているものの、数学的研究は
殆どなかった。 
 
(3) 最近、Killip-Stoiciu は CMV行列の理論
を用いることにより、ランダム行列理論に現
れる circular beta ensemble のスケーリン
グ極限をある特異な係数を持つ確率微分方
程式を用いて記述した。一方で、ほぼ同時期
にValko –Virag はGaussian beta ensemble 
のスケーリング極限を Killip – Stoiciu のと
類似の確率微分方程式を用いて記述した。 
 
２． 研究の目的 
(1) 遠方で減衰するランダムポテンシャルを
持つ１次元シュレーディンガー作用素にお
いて、それを有限区間に制限して得られる作
用素の固有値のなす点過程を、レファレンス
エネルギーと呼ばれるスペクトル上の任意
の点 Eの近傍で考え、この点過程の体積無限
大極限でのスケーリング極限を調べる。これ
は E 付近に分布する固有値の確率法則を調
べることに対応する。この作用素のスペクト
ルはポテンシャルの遠方での減衰のオーダ
ーに応じて次の３通りに分けられる。 
 
(i) 減衰が遅いとき：点スペクトル、 
(ii) 減衰が速いとき：絶対連続スペクトル 
(iii) 臨界オーダーのとき：あるエネルギーEc
よりも小さい領域では点スペクトル、Ecより
も大きい領域では特異連続スペクトル、 
 
Eがそれぞれの領域にある場合に、点過程の
極限がどのように変化するのかを調べる。 
 
(2) 有界区間上の１次元ランダムシュレーデ

ィンガー作用素であるが、そのポテンシャル
の係数が区間の長さとともに減衰するよう
なものを考え、(1)と同様の問題を考える。こ
のモデルにおいても減衰オーダーにより点
過程の極限に質的な相違が出てくるものと
予想される。 
 
３． 研究の方法 
シュレーディンガー方程式の解をプリュー
ファー座標を用いて表したとき、問題の点過
程のラプラス変換はその角度部分の、エネル
ギーを変えたときのずれを用いて表現でき
る。このずれをスケーリングしてその挙動を
マルチンゲール解析を用いて調べ、その族が
タイトであることを示し、その集積点を確率
微分方程式の解として特徴付ける。次にプリ
ューファー座標の角度部分をトーラスに射
影したもののスケーリング極限を同様にし
て特徴付けて、両者の独立性を示す。 
 
４． 研究成果 
(1) スペクトルの構造はポテンシャルの減
衰オーダーに応じて(i),(ii),(iii)に分け
られたが、(ii),(iii)の場合について、 点
過程の極限が次のように求められた。 
 
(ii)のとき：点過程は clock process と呼ば
れる、間隔は決定的であるが、その重心がラ
ンダムであるような点過程に分布の意味で
収束する。また、第２オーダーでの揺らぎは
ガウス過程に収束することがわかる。 
 
(iii)のとき：プリューファー座標の角度部
分の「ずれ」に相当する量のスケーリング極
限は確率微分方程式の解を用いて特徴付け
できる。これが Killip – Stoiciu の求めた
記述と同値であることを証明することによ
り、この点過程の極限は circular beta 
ensemble のそれと一致することがわかった。 
 
さらに、この極限が Valko – Virag の求めた
Gaussian beta ensemble の極限とも一致す
ることが証明できた。この結果の系として、
circular beta ensemble のスケーリング極
限と Gaussian beta ensemble のそれとが一
致することがわかった。 
 
このとき、対応するβの値はレファレンスエ
ネルギーEに依存するのだが、E< Ec ならば、
β<2, E > Ec ならばβ>2, E = Ec ならば、
β=2 となることがわかった。この対応関係
は、１次元格子上のシュレーディンガー作用
素 、 CMV matrices, tridiagonal random 
matrices などでも確認されており、かなり
普遍的な現象であると思われる。β=2 のと
きの Gaussian ensemble 及び circular beta 
ensemble は様々な特徴を持っていることが
知られているが、それがエネルギーの転移点
Ec において実現されることは大変興味深い。
また、β=2 の前後でそのスケーリング極限に



一種の相転移が起こることが Valko – Virag 
によって示されている。一方、物理の研究者
により議論されているユニバーサリティー
クラスの理論によれば、この系ではβ=1 であ
るはずなので、この結果は物理の予想に反し
ていることになる。 
 
(2) やはり(ii), (iii) の場合について、点
過程の極限が次のように求められた。 
 
(ii)のとき：点過程は決定的なclock process
と呼ばれるものに収束し、第２オーダーでの
揺らぎは(1)よりもより相関の弱いガウス過
程に収束する。 
 
(iii)のとき：(1)と同様に確率微分方程式を
用いてラプラス変換を表現することができ
る。但し、βアンサンブルのスケーリング極
限とはかなり異なる性質を持っていること
がわかる。例えば、準位間の反発は(1)より
強い。 
 
(1), (2) ともに、(i) ポテンシャルの減衰
オーダーが小さいときの点過程の極限を求
めることができなかった。それは、微小区間
の中に固有値が２つ以上存在する確率の評
価の困難さに起因する。これは次年度以降の
課題である。 
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