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研究成果の概要（和文）：課題は次の４点；1,非因果的確率積分（Ogawa Integral）の研究、2,非因果的確率微積分方
程式の研究、3,BPE（ブラウン粒子方程式；白色雑音を含む１階偏微分方程式）の研究 4,確率フーリエ変換（SFT）の
研究。
成果は以下の通り；1,非因果的積分と対称積分との関係を明らかにした。2,フレドホルム型確率積分方程式の解の構成
におけるSFTの応用、3,BPEの性質の解明と応用（非因果的ギルサノフ定理、非線形熱方程式の研究), 4,確率フーリエ
係数が伊藤積分あるいはSkorokhod積分や Ogawa積分で与えられる場合についてSFTの逆変換可能性と逆変換公式につい
て基礎的結果を得た。

研究成果の概要（英文）：The main sujects are; study on (1) the noncausal stochastic integral, (2) 
noncausal stochastic integral or differential equations, (3) BPE(Brownian particle equations),(4) 
SFT(stochastic Fourier transformation).
The results are; (1) relation between Ogawa intgeral and the symmetric integral is clarified, (2) 
Solution by SFT of the stochastic integral equation of Fredholm type. (3) study of solutions of BPE and 
applications (eg. establishment of a noncausal Girsanov's theorem),(4) study of SFT, the question of its 
invertibility in various cases.

研究分野： 確率論、非因果的確率解析

キーワード： 非因果的確率解析　非因果的確率微積分方程式　ブラウン粒子方程式　確率フーリエ変換　非因果的確
率システム
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１．研究開始当初の背景 
「非因果的確率解析」即ち因果性の前提に束
縛されない確率解析は既に 1970 年代、旧ソ
連の A. Skorokhod 及び S.Ogawa (小川重
義）により、それぞれ異なった型の積分が独
立に導入されている。このほかにもいくつか
のモデルが提案されてはいるが、いずれも理
論的に上記いずれかの積分理論に帰着され
るものである。Skorokhod の積分は伊藤積分
の自然な拡張であることはよく知られてい
るが、研究代表者が導入し、今日欧米の研究
者から Ogawa Integral と呼ばれている非
因果的積分（cf. M.Zakai - D.Nualart, 1986）、
はいわゆる対称積分の自然な拡張になって
いることが代表者自身によって示されてい
る。伊藤の確率解析、更には Skorokhod の
積分用いた解析を非線形汎関数の立場から
整理したものが Malliavin Calculus であり、
S.Ogawa の積分に基づくものが非因果的確
率解析である。後者についてはその効力とモ
デル定式化に於ける利便性が最近ようやく
認識されるようになってきている。即ち、
S.Ogawa の非因果的解析の大きな特徴は乱
関数のシステムの駆動力過程（例えば、ブラ
ウン運動）に関する因果性（即ち駆動力過程
に付随する自然なフィルトゥレーションへ
の適合性）を気にすることなく自由に確率解
析を展開できるところにあり、従って確率微
分方程式や伊藤公式を非因果的環境（非因果
的初期・境界条件、非因果的係数）の下で、
更には駆動力が非マルチンゲールな確率過
程の場合でも扱える所にある。今ひとつの特
徴は S.Ogawa の非因果的確率積分は乱関数
の空間上での変換として「強い線形性」を有
していることであり、これはＳＤＥやＳＰＤ
Ｅ等の確率関数方程式の研究に好都合な性
質である。Skorokhod 積分はこの性質を持た
ない。 
２．研究の目的 
伊藤理論で知られる確率解析は現代確率論
の主柱の一つであるが、数理科学や工学の諸
分野においても白色雑音あるいはもっと一
般にマルチンゲールにより駆動される確率
的システムのモデル化や解析の為の標準言
語として不可欠の役割を果たしている。しか
しながら数理科学や工学にはこの理論が提
供する標準的枠組みでは定式化すらできな
い問題が多々ある。非因果的問題がそれであ
る。例えば数理ファイナンスに於けるインサ
イダー取引問題のように情報先取りのある
非因果的システムの定式化とか、物理的問題
では白色雑音を係数に含む２階微分方程式
に対する２点境界値問題から導かれるフレ
ドホルム型確率積分方程式のように、対象と
なる乱関数が駆動力（マルティンゲール）に
関して因果的な関数であると仮定できなく
なる場合がり、さらには画像処理問題に例を
とれば画像を表す確率場がみたすべき関数
方程式がブラウン敷布のようにマルチンゲ
ールですらない多次元係数の基本過程に駆

動される為「因果的枠組み」そのものが無意
味となる。ところで、このような非因果的問
題の解析手段として申請者（ S.Ogawa, 
Comptes Rendus Fev.28,1979）の導入した
非因果的確率解析や、それとは異なり旧ソ連
の A.Skorokhod により導入された確率解析
の理論がある。 
本研究計画の主題は申請者自身の非因果的
確率解析の研究であり、目標はこの非因果的
確率解析理論を発展・整備し、上に例示した
ような数理科学あるいは工学における様々
な非因果的問題のモデル化と数値解析への
応用を容易にする道筋をつけることである。 
３．研究の方法 
(1) 研究の全期間（Ｈ２２～Ｈ２６）を通じ
て重点を基礎理論面においた。基礎的課題と
しては非因果的確率積分可能な乱関数の特
徴付けと対称積分との関係の解明。また応用
的課題では各種の非因果的関数方程式の基
礎的研究、非因果的ＳＤＥ・ＳＩＥ（確率積
分方程式）をその非因果性が起因する事情の
違いによって典型的な型に分け（非因果的初
期値問題、非因果的境界値問題、非因果的積
分方程式、多次元径数乱関数など）、最終的
にはそれぞれの場合について方程式の基本
的性質の解明を目指した。またこれと平行し
て輸送現象を表す確率偏微分方程式、即ちブ
ラウン粒子方程式、の初期値問題の基礎的研
究と応用を目指した。 
(2) 計画の前半期間、平成２２～２４年度は
初めの準備段階として、基礎的課題としては
非因果的確率積分と対称積分との関係解明
を扱い、応用面では金融工学に於ける一般的
（線形）ＳＤＥモデルのパラメーター推定な
どの研究と非因果的初期条件下でのＳＤ
Ｅ・ＳＩＥの解の構成法についての研究に対
象を絞った。研究の進行と必要に応じて、国
内外の研究会に参加して研究交流・資料収集
を計るほか、関連研究者を招き討論を行った。 
(3) 平成２４年～２６年度の研究計画；平成
２２～２４年度の計画を継続しつつ、研究の
重点を非因果的確率関数方程式（特にフレド
ホルム型確率積分方程式、並びにブラウン粒
子方程式の初期値問題）の解の構成と性質の
研究、それらの結果の確率解析への応用に移
した。またフレドホルム型ＳＩＥの研究に関
連して確率フーリエ変換に注目し、その性質
の解明につとめた。この場合も研究の進行と
必要に応じて、国内外の研究会に積極的に参
加して研究交流・資料収集を計るほか、関連
研究者を招き討論を行った。 
４．研究成果 
冒頭の概要に記したように本研究計画の主
要課題は次の４点であった；(1)非因果的確
率積分（Ogawa Integral）の意味で積分可能
な乱関数の特徴付けと対称積分との関係の
解明、(2)非因果的確率微積分方程式、とく
にフレドホルム型確率積分方程式の解の基
本的性質の解明、(3)BPE（ブラウン粒子方程
式；白色雑音を主要部の係数として持つ１階



偏微分方程式）の解の基本的性質の解明、(4)
確率フーリエ変換（SFT）の基本的性質の解
明。それぞれについて得られた成果は以下の
通りである； 
 
(1)乱関数のブラウン運動に関する微分可能
性（Ｂ-微分可能性）の概念を拡張し、Ｂー
微分可能な乱関数の非因果的積分可能性に
ついての結果を得た。またこの場合の非因果
的積分と対称積分との関係を明らかにした。 
(2)一般的な非因果的条件（非因果的係数、
非因果的初期条件）における確率微分方程式
の解の存在と一意性に関する定理、およびそ
うした非因果的解に関する非因果的伊藤公
式（noncausal Ito formula）を示した。ま
た、線形フレドホルム型確率積分方程式の解
の構成における SFT の応用を示した。 
(3)BPE（ブラウン粒子方程式）の初期値問題
について解の存在と一意性定理を確立し、応
用として「ギルサノフ定理」の非因果的拡張
形（noncausal counterpart of Girsanov's 
theorem）や、非線形熱方程式（eg.stochastic 
Burgers' eq）の確率解の構成法を示した。 
④確率フーリエ変換（SFT）の性質の解明；
SFT はフレドホルム型確率積分方程式の研究
に際して研究代表者（S.Ogawa、1987）が初
めて導入したものであるが、この他にも応用
方面ではヴォラティリティー推定問題にお
けるデータの一変換方式として現れること
が知られている（cf. P.Malliavin et al, 
2007）。SFT は対象となる乱関数の確率フーリ
エ係数（SFC）から構成されるので、この SFC
の定義に用いられる確率積分により異なっ
た SFT が可能である。上述のフレドホルム型
積分方程式の研究では非因果的確率積分（即
ち Ogawa Integral）が、またヴォラティリ
ティー推定問題では伊藤積分が使用される。
また SFT の可逆性も「分布の意味」（in law)、
および「同じ関数空間での」(in strong 
sense)逆変換可能性の解明が課題となる。本
研究では主に伊藤積分やSkorokhod積分によ
る SFT については「弱い意味」での逆変換可
能性について、また伊藤積分や非因果的積分
による SFT についてはある種の条件の下で
「強い意味」での逆変換が可能であることを
示し、同時に逆変換公式（或いは、手順）も
示した。 
 
これらの結果は８編の論文にまとめ、うち６
編は欧文学会誌（査読有）に掲載された（１
つは投稿中）。また日本数学会年会をはじめ
として国内外の学会や研究会（１６件）で発
表した。 
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