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研究成果の概要（和文）：本研究では集合値解析等で用いられる現代的な手法によって非線形解析、とくに不動点問題
や均衡問題等の凸解析に関連の深い問題の解析をし、解の存在や、解の近似法に関する研究をおこなった。実際の研究
では、単調作用素のリゾルベントや非拡大写像を含む写像のクラスに対する不動点近似を中心に取り扱い、近似点列の
有界性と解の存在との関係、点列の収束性等を考察し、新たな知見が得られた。
さらに完備測地距離空間上の作用素に対する近似法も考察し、とくに曲率が正の値を上界に持つ空間の不動点近似につ
いて大きな成果があった。さらに、計算機実験を視野に入れ、誤差を含む点列生成に対する収束性についても重要な結
果が得られた。

研究成果の概要（英文）：In this research, we deal with some nonlinear problems including fixed point probl
ems and equilibrium problems, which are strongly connected to convex analysis, and consider the existence 
and approximation of the solutions to these problems.  We focus our interest in the class of mappings whic
h includes the resolvents of monotone operators and nonexpansive mappings and obtain some results concerni
ng the relation between the boundedness of approximate sequences and the existence of the solution, and th
e convergence properties of the iterative schemes.

We also consider the iterative schemes of the operators defined on complete geodesic spaces.  In particula
r, we obtain several considerable results for the space having a curvature bounded above by a positive num
ber.  Further we obtain some important results about the convergence properties of the schemes with errors
 related to the computer simulation.
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１．研究開始当初の背景 
本研究課題では、非線形問題、すなわち、

問題が設定される際に使用される写像が何
らかの非線形性をもつ諸問題を研究対象と
する。このような問題は数多くあるが、中で
も均衡問題や凸最適化問題、不動点問題等の
一連の問題については、主に凸解析学の手法
を用いて解の存在性やさまざまな近似解の
計算方法などが研究されており、本研究もこ
れらの既存研究を基礎として、より発展した
内容について取り組むことを目的とした。 
非線形問題の中で最も重要なものの一つと

して、均衡問題がある。これはある空間の部
分集合上で定義された 2変数関数に対して定
められる均衡点の存在や具体的な値を求め
る問題である。このような形式の問題は古く
から研究されており、解の存在性等について
のさまざまな議論がなされていた。 1994 年
に Blum-Oettli によって、一定の条件の下で
均衡問題が不動点問題や凸最適化問題、鞍点
問題等の応用上重要な問題の一般化となっ
ていることが指摘されることにより、均衡問
題の重要性が再認識された。それ以降も多く
の論文によって解の存在や近似法の研究が
盛んに進められていた。 
均衡問題も含めた各種の非線形問題の相互

関係の研究はこの分野における重要なテー
マの一つであるが、均衡問題に関連する結果
としては、本研究の代表者及び研究分担者ら
による変分不等式問題との関係に関する研
究がある。これは研究代表者の科研費補助金
による研究 (文部科学省科学研究費補助金 
若手研究(B)、課題名「集合値解析の手法を用
いた均衡問題の研究」、課題番号 19740065) 
でも取り扱った研究課題の一つであり、ある
一般的な条件の下で均衡問題のクラスが変
分不等式問題のクラスに含まれることを証
明したものであった。 
この研究によって、変分不等式問題に対す

る近似解法等の結果は一定の条件の下では
すべて均衡問題に適用できることが解明さ
れ、近似解法に関する研究の一つの突破口を
開いた。このことは、さまざまな非線形問題
間の相互関係を研究することによって近似
解法等に関する研究が大きく飛躍できる可
能性を示唆しており、本研究課題を遂行する
上での大きなモチベーションとなっていた。 
 
２．研究の目的 

本研究課題では、凸解析に関連の深い非線
形問題、すなわち均衡問題、凸最適化問題、
変分不等式問題、不動点問題、鞍点問題等を
中心として、問題間の関係や解の近似法を明
らかにし、計算機実験で利用可能な近似列生
成法に関する知見を得ることを研究目的と
する。具体的な内容は次の通りである。 
(1)非線形問題間の相互的な関係の解明 

既存の研究によって相互関係の存在が指
摘されている上記の諸問題に対し、より詳細
な考察をおこなうことによって、各非線形問

題のクラスの包含関係や同値性がどのよう
な条件の下で実現されているのかを研究す
る。2008 年に得られた均衡問題と変分不等
式問題の関係に関する結果のように、各クラ
ス間の相互関係がより明解な条件の下で実
現されるというような発見が期待される。 
(2) 一般的に適用可能な解近似定理の証明 

各非線形問題で個別に研究されている解
の近似定理は、各問題の相互関係の解明が進
むことによって、より広範な範囲への適用可
能性が期待される。また一方で、個別に得ら
れていた近似定理を統一した形でまとめる
ことも可能になり得る。本研究ではこれらの
考察を進めることで、多くの問題に適用可能
であり、かつ理論的にも収束性等の有効性が
保証された近似定理を得ることを目標とす
る。なお、次項にある計算機実験からのフィ
ードバックも有効な近似定理を得るための
強力な手段である。 
(3) 計算機実験による有効性評価 

理論的には解への収束が保証された近似
法も、実際に計算してみると収束速度や誤差
による不安定化などで実用には耐えられな
い場合がある。本研究ではそのような事態を
避けるために、計算機実験等によって現実の
非線形問題の近似解を求めてみることによ
ってその有効性を検証する。検証結果から考
察される改善点は近似定理の研究にフィー
ドバックし、定理の仮定の再検討等に利用さ
れる。このような研究手法により、実際の問
題に対してより強力な解の近似定理の開発
が期待される。 
 
３．研究の方法 

本研究を遂行するにあたっては、全体の問
題を分割することによって個別の目標を挙
げ、それらを整理することで研究全体を大き
く三つの段階に分けて考えた。一つは非線形
問題間の相互関係をもとに、統一的な解の近
似法を開発する研究であり、もう一つは完備
測地距離空間等の、近年注目を集めつつある
空間での非線形問題およびその近似解法の
研究である。これらに計算機実験をするため
の近似定理の評価及び改良の考察が続く。基
本的にはこの通りの順序で進められていく
が、並行して進める部分も多く、またそれぞ
れの段階から前段階へのフィードバックも
重要である。 
以下に具体的な方法を述べる。 
(1) 非線形問題の近似解法 

2008 年に得られた青山・木村・高橋の結
果をもとに、均衡問題や変分不等式問題を含
むより一般的な非線形問題の設定で、近似解
法の開発に取り組んだ。主に凸解析の手法を
用いた各種の問題の近似解法を研究し、既存
の手法の精緻化とともに新しい手法の開発
を試みた。集合値解析の手法を援用すること
を試み、理論的に収束が保証されるような点
列の構成法を模索した。 

 



(2) 測地距離空間での非線形問題研究 
従来から研究されているバナッハ空間や

ヒルベルト空間など、関数空間を含む空間で
の非線形問題の解法を参考に、幾何学的な色
合いの強い完備測地距離空間での非線形問
題を研究した。近似解法に関する様々な結果
を得るには有限次元の幾何学のセンスが必
要となるため、幾何学を専門とする研究者の
協力を仰ぎ、分野を超えての共同研究をおこ
なった。 
(3) 計算機実験が可能な手法の開発 

理論的に収束が保証されている近似法は
各種あるが、計算誤差の評価において、計算
機への実装が難しい側面を持つものが多く
存在することを踏まえ、誤差の評価をより現
実的な仮定にした上での近似列の性質解明
を目指した。新たに開発した近似列生成法が
実装に耐えられるかどうかの検証をおこな
い、適用可能な写像やパラメタの選択等につ
いて考察した。 

 
上記の方法をもとに、実際の活動としては

文献等を用いた理論研究、関連する研究者に
より研究打合せ国内学会や国際会議への参
加と情報収集、計算機実験等をおこなった。 
 
４．研究成果 

本研究課題の研究成果として、関連する項
目をまとめると5項目に集約することができ
る。各項目について、以下で具体的な内容を
説明する。 
(1) 近似点列の相互関係の解明 

非拡大写像の不動点近似法として知られ
ている Halpern 型の点列生成法は、粘性項を
導入することである種の変分不等式の解へ
と収束することが知られていた。一方、2001
年に山田によって提案されたハイブリッド
最急降下法は、強単調なリプシッツ連続写像
に対する変分不等式の解へと収束する点列
生成であった。これらの事実を踏まえ、本研
究課題では双方の点列生成法の類似点及び
相違点を考察し、Halpern 型点列生成法に導
入する粘性項にある種の摂動を加えたもの
がハイブリッド最急降下法による点列生成
と同値になることを発見した。これにより、
双方の点列生成を統一的に扱うことが可能
となり、さまざまな点列生成を少数の定理に
帰着できることが判明した。 
(2) 新しい近似法の開発 

近似点列の収束性に関する理論研究にお
いて、本研究で得られた注目すべき成果の一
つとして、収縮射影法と Halpern 型の点列生
成法とを組み合わせた、新しいタイプの点列
構成法に関する収束定理がある。収縮射影法
は、非拡大写像の不動点を近似する手法の一
つで、2008 年に高橋・竹内・窪田によってそ
の強収束性が証明された。点列生成の際に距
離射影を用いることで、比較的多くの写像に
対して、収束の速さに関する優位性が期待さ
れる近似法である。しかしながら、距離射影

自身の計算には時間がかかる上、近似的にし
か求めることができない等、計算機実装上の
困難も存在する。本研究での結果は、これら
の困難を克服するために、収縮射影法とは異
なる近似法であるHalpern型近似の点列生成
法に注目し、これらを組み合わせることによ
って、計算が容易な半空間への距離射影のみ
を用いた点列生成法を提案し、その強収束性
を証明した。この結果は今後の本分野の研究
において重要な役割を果たすことが期待で
きる。また、同様の結果をヒルベルト空間か
らバナッハ空間へと一般化した定理も既に
証明が得られており、近日中に論文として発
表する予定である。 
(3) 近似列生成時の誤差に関する結果 

上記の項目で触れた収縮射影法は、閉性を
もつ擬非拡大写像の族に対する共通不動点
近似法において最近の進歩が顕著である。本
研究課題における第二の成果として、収縮射
影法における計算誤差の考察が挙げられる。
収縮射影法の点列生成において最大の難点
である距離射影の計算は、上記の結果も含め、
さまざまな形で困難を克服する方法が提案
されているが、本研究課題では計算誤差があ
る程度大きくても生成点列は一定のよい性
質を持つことを示した。通常、収縮射影法の
ような漸化式による点列生成では、一度計算
誤差が発生するとそれ以降の生成点すべて
に影響を及ぼすため、誤差が累積して問題が
生じることが多い。そのため、過去の多くの
研究では計算誤差に0への収束性や総和の有
界性などを仮定することで点列の収束性を
証明していた。しかしながら、そのような仮
定は実質的に誤差が 0 であることを要求し、
計算機実験等をおこなう際には非現実的な
仮定であった。本研究で得た一連の結果は、
計算誤差列の上界の値で生成点列の漸近不
動点性を評価できることを示しており、計算
機実験においても困難が生じない、より現実
的な仮定となっている。さらに、この手法は
ヒルベルト空間やバナッハ空間の他にも定
曲率のアダマール空間やヒルベルト球上の
写像についても適用可能であることが判明
している。 
(4) 像回復問題の近似列の提案 

非線形問題の一つに、工学への応用が可能
な像回復問題がある。これは、空間内の与え
られた閉凸集合族に対し、その共通部分内の
点で、与えられた点から最も近い点を求める
問題として定式化される。この問題に対し、
本研究課題の研究手法を適用することで新
たな知見を得ることができた。問題設定とし
てバナッハ空間上の閉凸集合族を採用し、空
間の p-一様凸性および双対写像の弱点列連
続性を仮定することで、生成点列の強収束性
を証明した。この結果の注目すべき特徴は、
点列を生成する際の凸結合の取り方にある。
バナッハ空間における点列生成では通常、双
対写像の適用方法に注意を払う必要がある
が、今回得られた定理では、従来のものとは



異なる形で双対写像を適用することによっ
て、一般化射影を用いずに、より馴染み深い
距離射影を用いた点列生成に成功したとこ
ろにある。 
(5) 完備測地距離空間における近似解法 

研究開始当初は本研究課題で扱う内容に
含めていなかった完備測地距離空間上の写
像に対する研究であるが、2011 年頃から主に
不動点近似理論において急速な発展を遂げ、
本研究課題でも研究対象として取り上げる
ことになった。この空間に関連するもので本
研究で得られた最初の結果は、アダマール空
間に置ける閉凸集合列の収束と、それに対応
する距離射影列との関係を考察したもので
ある。この結果を応用することで、ヒルベル
ト球と呼ばれる特別なアダマール空間上の
収縮射影法による近似列が、ヒルベルト空間
やバナッハ空間等と同様に、解へと収束する
という定理を導いた。さらに後続の論文では、
正の定曲率をもつ完備測地距離空間に対し
ても同様の結果が成り立つことが示された。
また、その他の点列生成法についても強収束
やデルタ収束など、ヒルベルト空間の結果と
並行した結論が得られることが新たな知見
として得られているが、その証明は既存のも
のを単に書き換えるだけではなく、独自の証
明手法を必要とすることが明らかになって
いる。 
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