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研究成果の概要（和文）：非線形方程式(系)の解の多重性と定義域の関係の解明（方程式の定義域と,解の個数や解の
符号、解のエネルギーとの関係）に取り組み、方程式の定義域の位相的、幾何学的(微分幾何学的)特徴が微分方程式の
解の多重性に与える影響を明らかにしてきた(たとえば, 定義域(リーマン多様体)が、地域的に異なるRicci曲率をもつ
ときに、方程式が複数の解をもつことなど（領域の微分幾何学的特徴との関係）)。N次元ユークリッド空間の穴のあい
た領域において,穴の数と解の個数との関係，すなわち穴が多く空いていれば,解もそれに応じて増えるのかといった問
題について、Schrodinger方程式を研究し、せいかをあげた。

研究成果の概要（英文）：In this research, I investigated the existence and multiplicity of the solutions o
f nonlinear elliptic problems defined on domains which have holes, and showed some properties of solutions
. On the other hand, we established the existence of solutions of nonlinear Schrodinger equations defined 
on Reimannian manifolds and showed the relation between the Ricci curvature and the multiplicity of soluti
ons.
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１．研究開始当初の背景 

非線形シュレインガー方程式については, 

Bahri-Coronの1988年の論文(Comm. Pure 

Appl. Math., vol.41,253-294)がこの分

野の発達の端緒をなしており、Benci,V, 

Cerami,S, やTerracini,Sなどの何人か

の研究者がこの問題に挑んでいる. 彼ら

の結果はおおざっぱにいえば、非自明な

位相をもつ領域で定義された非線形シュ

レインガー方程式は、非自明な解を持つ

（複数個）というものである。 本研究に

かかわるグループは, この問題の研究に

おいて重要な一翼を担っており,また

homology群及びhomotopy群を使うという

点で, 他の研究者の研究内容と一線を画

している. 楕円型方程式のシステムの解

のプロフィールについては, たとえば、

1996年のJ.Weiの論文(J.Differential 

Equations 129,315-333)が代表的なもの

で, 楕円型方程式のシステムの解のプロ

フィールを明らかにしている。楕円型の

方程式の解のプロフィールに関する最高

権威の一人、Pistoia, A(ローマ大学)は、

本研究のグループの一員で、これまでも

共同研究を行っており、この方向の研究

においても我々が国内外の研究の大きな

一翼を担っているといえる。遅れのある

システムについては, J.K.Haleの名著

Theory of Functional Differential 

Equtations”があり, その基本理論はで

きているのだが, 現在生態系や,理論経

済学で取り扱われている方程式系を扱う

のには, 不十分で非自明な周期解などが

示せないことが多い. 本研究における

equivalent degree theoryを用いる試み

は, 我々独自のもので、 すでに本研究協

力者のRybicki氏との共同研究でその有

用性を示し,本研究で更なる発展を目指

している. また、heteroclinicsおよび

homoclinic な 解 に つ い て は 、

P.Rabinowitzがが変分法による研究方法

を工夫し（ Ergod. Th. & Dynam. Sys,1994、

vol.14,817-829参照), その後A.Bosetto

等によって研究されている. この問題に

ついては、国内での研究はほとんど見ら

れない。またこの問題の変分法による扱

いはまだ未成熟であり, 新しい展開が待

たれる. 本研究では、上記のequivalent 

degree theoryをこの問題に持ち込むこと

でさらなる進展をめざす。 
 
２．研究の目的 

本研究の研究目的は、非線形の微分方

程式にたいして、その解の多重存在と

プロフィールを求めることである。非

線形微分方程式を線形の微分方程式

と比較したときに、その際立った特徴

として、解が存在したとしても一つに

定まらないことと、解のプロフィール

（幾何学的および解析的特徴）やダイ

ナミクスが直ちには得られないこと

にある。非線形微分方程式の解の個数

については厳密に数え上げることが

できる場合もあり、個数の下限、上限

のみが評価できる場合もある。そして、

それらの解は安定な解、不安定な解、

エネルギーを最小化する解、高位のエ

ネルギー解、時間的に消滅する解、爆

発する解など、さまざまな特徴を有し

ていると考えられる。また、こうした

特徴が解の多重性と関連していると

ともに、解の幾何学的形状をある程度

決定していると思われる。しかし、現

在までのところ、こうした解析はまだ、

ごく限られた範囲しか行われていな

い。本研究では、いくつかのタイプの

非線形微分方程式に対して、方程式の

定義域の特性（幾何学的、および位相

的）や、非線形項の形などが解の個数

に及ぼす影響を調べ、さらには得られ

た解のプロフィールおよびダイナミク



スを解析することを目指した。 
 
３．研究の方法 

本研究で扱かった問題は、4つのカテ

ゴリーにわけられる。偏微分方程式に

ついては、①非線形楕円型境界値問題、

②非線形楕円型方程式系の境界値問

題、③帯状領域で定義された楕円型方

程式の解のダイナミクス。常微分方程

式については、④遅れをもつ２階非線

形常微分方程式である。より具体的に

は、 
① に つ い て は 、 非 線 形 の

Schrödinger方程式で空間特異性
をもつもの（Hardy項と呼ばれる

非線形項を持つ）を中心に扱い、

Hėnon方程式（星団の形状、ダイ
ナミクスを記述する方程式）につ

いても取り扱かった。 
② に つ い て は 、 Coupled  

Schrödinger方程式（光ファイバ
ー内の干渉波を記述する方程式）

やGinzburg-Landau方程式（超電

導に関する方程式）を扱かった０。 
③ については、非線形の楕円型方程

式 の 解 で 、 homoclinic 及 び

heteroclinicと呼ばれる解の存

在と多重性を扱かった。 
④ については、遅れをもつVan del 

Pol（自立的振動をする電気回路

を記述）方程式および、Lotka 

Volterra（捕食系を記述する方程

式）を中心に扱かった。 
  
 
４．研究成果 

(1) 非線形方程式(系)の解の多重性

と定義域の関係の解明（方程式の定義

域と,解の個数や解の符号、解のエネル
ギーとの関係）：①および②の方程式

の定義域の位相的、幾何学的(微分幾

何学的)特徴が微分方程式の解の多重

性に与える影響を明らかにした(たと

えば, 定義域(リーマン多様体)が、地
域的に異なるRicci曲率をもつときに、

①および②の方程式が複数の解をも

つか（領域の微分幾何学的特徴との関

係）、あるいはN次元ユークリッド空間

の穴のあいた領域において,穴の数と
解の個数との関係，すなわち穴が多く

空いていれば,解もそれに応じて増え
るのかといった問題(領域の位相的特

徴をとの関係)、すなわち、 
定義域の位相的、幾何学的(微分

幾何学的)性質⇔ 解の個数と性質 

という関係を明らかにするこができ

た。解の個数を数えることは、解の性

質を知ることと密接に関係しており、

個数の数え上げのプロセスのなかで

解の性質（安定性、エネルギーなど）

も同時に解明することをできた。 

 
(2) 非線形方程式の非線形項による

解のプロフィールと特性の解明:①お

よび②の方程式に対して、その非線形

項が解のプロフィールと特性に与え

る影響を解明することを目指した。非

線形項の形（たとえば多項式で与えら

れているとか、対称性があるなど）は、

解のプロフィール（解析的、幾何学的

特性）に決定的な役割を果たす。たと

えば、論文[3]のなかで、シュレジン

ガー方程式のシステムの解が、正多角

形の頂点にあたる場所にそのピーク

を持つような関数で与えられること

が解明された。この結果は、非線形項

が３次関数であり、しかも対称性を持

つことに依存している。本研究では、

解のプロフィールについて、精密な結

果を得ることをができた。 



特に定義域が非有界な楕円型の方

程式は, 解の無限遠方での振る舞い

と解の個数や、ピークの個数などが密

接に関係していると考えられ、この研

究目的(２)のなかでも中心的な課題

となる。 
 
(3) 非線形微分方程式の解の多重性

とカオティックな振る舞いの解明:③

および④の方程式に対しては、解の多

重性と解のカオティックな振る舞い

について解明することを目指す。③お

よび④の方程式のプロトタイプは倒

立振り子の運動方程式である。周期的

な外力を与えられた倒立振り子はカ

オティックなふるまいをすることが

知られている。このことと、解が無限

個あることは表裏をなしているが、最

近になって,これらの現象を変分法に
よって解析する方法が開発された。本

研究では,この方法を発展させ,③及び
④の方程式に関して、heteroclinic

（ 相 転 移 を 起 こ す 解 ） な 解 及

び,homoclinic（自己回帰する解）な

解の存在と多重性を示すことをがで

きた. これらの解の多重性はカオテ

ィックな現象の存在を示すことにな

る 
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