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研究成果の概要（和文）： 相対論的粒子の運動を記述するディラック作用素に対するスペクトル問題に取り組み、そ
の本質的自己共役性や、固有値・スペクトル閾値の非存在問題についていくつかの重要な結果を得た。また、ある臨界
特異型ポテンシャルを持つ2階放物型方程式に対する強一意接続性を示した。さらに、整函数係数を持つある偏微分方
程式のコーシ問題に対する解の解析接続問題にとりくみ、路の変形理論における新しい方法を創出すると共に、解の特
異性の複素大域的構造を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：We investigated spectral properties of Dirac operators for the relativistic 
particles like electrons and obtained important results on its essential self-adjointness and the absence 
of eigenvalues at the thresholds. Moreover, we established the strong unique continuation property for 
parabolic operators of second order with singular potentials. In addition, we revealed a global structure 
of the singularities of solutions to the Cauchy problem for a partial differential equation in the whole 
complex domain.

研究分野：偏微分方程式論
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１．研究開始当初の背景 

近代偏微分方程式論においては、1960 年代

に関数解析学的手法を用いて、楕円型方程式、

放物型方程式、双曲型方程式、シュレディンガ

ー方程式などの線形方程式に対する境界値問

題・初期値問題等の基本的諸問題に対する解

の存在定理が確立された。次いで 1970 年代に

なると、詳細なフーリエ解析的手法(擬微分作用

素、超局所解析)を用いて解の特異性の伝播な

どに代表される解の定性的性質が明らかにされ

始めた。これに対して解の定量的評価について

もカルレマン評価式を初めとして整備され、現在

も発展しつつある。しかしながら、取り扱いの複

雑さからあまり研究が進んでいないのが現状で

ある。そこで、各種の方程式に対して解の定性

的性質と定量的評価の中間に位置づけされる

「解の一意接続性」・「固有値の存在・非存在」と

いう重要な問題について複素位相エネルギー

法を用いて考察することとした。 

２．研究の目的 

本研究では、偏微分方程式に対する解の特

異性伝播などの定性的性質と Lp-Lq 不等式に

代表される解の詳細な定量的評価式の２つの性

質に深く関連する「解の一意接続性問題」に焦

点を当て、この問題を従来の枠組みを超えた新

しい複素位相法の観点から捉え直すことにより、

種々の方程式に対する解の構造を考察する。特

に、数理物理学に現れる各種の偏微分方程式

を取り扱い、これらの解の一意接続性並びにス

ペクトル問題に関連する種々の解の構造を複素

位相の観点から総合的にとらえ解明することを

目的とする。 

３．研究の方法 

まず始めに相対論的粒子の運動を記述す

るディラック方程式についてスペクトルの

閾値の非存在問題を考える。この際粒子の質

量が正または零の場合を取り扱い、それぞれ

の場合に応じて許容されるポテンシャルク

ラスを決定することが望ましいが、そのため

にある重み付き空間における定量的な複素

位相評価式を基礎にして行う。 

また、熱方程式を一般化した 2階放物型方

程式についてスカラーポテンシャルやベク

トルポテンシャルが特異性を持つ場合につ

いて「１点で無限次の零点を持つ解は常に空

間方向に零である」という放物型強一意接続

性がどのような条件の下で成り立つかを考

える。この際、従来の標準的方法においては、

カルレマン不等式と呼ばれる大きなパラメ

ータを持つ重み付き不等式における重み函

数をうまく選ぶことにより直接強一意接続

性を導いていたのであるが、今の場合は重み

函数を2種類用意してカルレマン評価式を２

段階で用いることによって、より弱い条件下

で強一意接続性を導く。 

複素領域におけるコーシ-問題に対する解

の解析接続問題について、新しい路の変形理

論を構築しその大域的特異性を調べる。 

４．研究成果 

（１）非負な質量 m を持つ自由粒子に対する

ディラック作用素α・ｐ＋ｍβのスペクトルは(-

∞,-m]∪[m,∞)と一致し、この作用素に無限遠

方で減衰するポテンシャル V(x)を付け加えた

α・ｐ＋ｍβ+V に対する本質的スペクトルが(-

∞,-m]∪[m,∞)となることはよく知られている。こ

の部分集合の境界点 m と-m(閾値という)が固有

値であるかどうかは物質の安定性と深い関連が

ある重要な未解決問題である。 

研究代表者大鍛治隆司はこのスペクトルの閾

値問題に関する考察を Hubert Kalf 氏ならびに

山田修宣氏と共同で行い、massless (m=0)のみ

ならず massive (m>0)の場合の両方についてそ



 

 

れぞれ zero modes の非存在と±m が固有値で

ないためのポテンシャルに対するある精密な十

分条件を得た。これらの条件はポテンシャルが

遠方でゆっくり減衰するあるクラスを定めており、

結果として massive の場合のクラスの方が

massless の場合のクラスより広いことがわかる。

証明には重み付き複素位相エネルギー法を繰り

返し用いて示される。その際、最初の段階で未

知関数に重みをつける変換を行う為、変換され

た後の方程式はもはや自己共役性は保たず複

素ポテンシャルを含む方程式になっていること

に注意する。そのためこの複素ポテンシャルを

含む項がコントロール可能であることを示すこと

が最重要であるが、それには一連の精密な解

析・評価を経て解決される点を強調しておきた

い。さらに、これらのポテンシャルクラスは

massless およびmassive の場合にそれぞれ最良

である事も付随する常微分方程式に対する解の

漸近挙動を解析することにより明らかにしている。

また、同じ両氏との共同研究において、特別な

磁場モーメントを持つ場合にディラック定常作用

素に対する本質的自己共役性についての研究

を行った。この際 1 階双曲型方程式系に対する

解が時刻ｔにおいて空間の領域 R<¦x¦で恒等的

に零となっているときに時刻t+Tにおいてその解

はR+T<¦x¦において恒等的に零であるという時間

発展方程式に対する解の零点の伝播について

の性質（「解の有限伝播性」）が重要な役割を果

たした。 

（２）研究代表者大鍛治隆司は、まず解の強

一意接続性に関して熱方程式に代表される 2

階放物型方程式を取り扱った。ここで言う強

一意接続性とは、解が時刻 t、空間内の点 x

において無限次の零点を持てばその解は常

に時刻tにおいて恒等的に零となる性質であ

る。これに関する従来の研究においては、方

程式に空間方向に関する1階微分項が低階項

として存在するときの取り扱いは極めて不

十分であった。これは放物型方程式と対応す

る2階楕円型方程式との構造上の本質的な相

違に起因する。特にその係数の特異点が臨界

指数を持つときには対応する楕円型方程式

に対する結果と比較して極めて不十分な結

果しか得られていなかった。それは通常の方

法では基礎となるカルレマン不等式を導く

ことが出来なかったことに由来する。この困

難を克服するために重要なのは「2 段階式カ

ルレマン評価法」と名付けた以下の方法であ

る。即ちまず作用素の主部に対してべき型の

特異性を持つ重み函数に関しての1段目のカ

ルレマン不等式を確立した後、これを用いて

低階項も込めた元の方程式に対する解は無

限次の零点を持てば常に指数関数的に退化

する無限次の零点を持つことを示す。最後に

この強い退化の性質から指数関数型の特異

性を持つ重み函数に関する2段目のカルレマ

ン不等式を確立し、これにより解はある近傍

で恒等的に零となることが示される、この結

論は従来の結果を大幅に改良し、対応する単

独楕円型方程式に対する結果とほぼ同等な

ものである。 

（３）濱田雄策氏(京都工芸繊維大学)と竹井

義次氏(京都大学数理解析研究所)との共同

研究において、整函数係数を持つ偏微分方程

式のコーシ-問題やコーシ—グルサー問題に

対する解の解析接続について考察を行い、

Path の変形理論における新しい方法を確立

すると共に、それを用いて多重度が変化する

特性面を持つ方程式に対して、解の大域的特

異性の完全な構造を初めて明らかにした。 
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