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研究成果の概要（和文）：トーラス内に台をもつような磁場をもつシュレディンガー作用素が，

そのトーラスの太さが無限に小さくなる場合に，円周上に特異性をもつ作用素にレゾルベント

がノルム収束し，収束先の作用素は円周上でディリクレ境界条件を科せられた３次元での特異

性をもつ磁場をもつシュレディンガー作用素であり，３次元空間で特異性をもつモデルを作っ

たが，この結果をより一般的な条件に拡張し，さらにこの作用素に対して，スペクトルが絶対

連続であり，散乱作用素の漸近完全性を示すことが出来た。 
 
研究成果の概要（英文）：We extended our previous results concerning the norm convergence  
of the Schrödinger operators to some operator with a singular magnetic field supported  
on a circle when the the thickness of the torus tends to zero, and showed the absolute 
continuity of the spectrum of the obtained operator with singular magnetic fields and 
the asymptotic completeness of its scattering operators. 
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１． 研究開始当初の背景 
(1) アハラノフ・ボーム効果として知られる

現象は，磁場のベクトルポテンシャルが
実在すると見なされることが理論的に示
され，物理学者の間に大きな問題提起を
行ったが，多くの実験や議論を経て，外
村彰らによってドーナツ状の領域に閉じ
こめられた磁束を用いての実験により決
定的な検証がなされたとされている。こ
のアハラノフ・ボーム効果に関連して，

無限に細いソレノイドによって生成され
る磁場がモデルとして考えることができ，
これは，２次元平面ではアハラノフ・ボ
ーム磁場あるいは点磁場と呼ばれるデル
タ関数的な特異性を持つ磁場，３次元以
上の空間内では線上に特異性をもつ磁場
となる。最近２次元空間ではゼロ磁場あ
るいは定数磁場からの摂動として（無限
に多い点の場合を含む）点磁場など特異
性をもつ磁場をもつシュレディンガー作
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用素，ディラック作用素のスペクトル・
散乱理論的な研究が連携研究者の田村英
男らにより進められている。 

(2) ３次元空間内で直線以外の線的な特異性
をもつような磁場，特に円周上に台をも
つような磁場を考えることにより研究代
表者と連携研究者の峯，島田と行った研
究以外では殆ど調べられていない。そこ
では，２次元での田村と類似の結果を，
３次元空間で円周上に特異性をもつ磁場
に対して得ることができた。すなわちト
ーラス内に台を持つような磁場をもつシ
ュレディンガー作用素がそのトーラスの
太さが無限に小さくなる場合に円環上に
特異性をもつ作用素にレゾルベントがノ
ルム収束することが示せた。この結果を
基にして今後の様々な発展が期待できる
ものと考えられる。 

 
 
 
２． 研究の目的 
(1) トーラスの外部領域でディリクレ境界条

件を課した作用素が，トーラスを無限に
細くしたときに同じ作用素にノルム・レ
ソルベント収束をするかを調べる。また
２次元の場合に連携研究者の田村英男が
得たような適当な電場のポテンシャルを
付加した場合に他の境界条件が現れるか
どうかを調べる。 

(2) 散乱理論に関して，２次元のデルタ磁場
に関する一連の連携研究者の田村英男の
研究にあるような散乱振幅，散乱断面積，
スペクトル・シフト関数の計算などが具
体的な形で得られるかどうか調べる。 

(3) ディラック作用素あるいはパウリ作用
素のスペクトル的性質について調べる。
更に定数磁場に上記の特異磁場による摂
動を加えた場合のスペクトル的性質につ
いて調べる。アハラノフ・ボーム効果を
検証した外村彰らによる実験を，無限に
細いソレノイドによって生成される磁場
によりモデル化し，３次元空間内で円周
上に特異性をもつ作用素を考えることに
より，具体的な散乱振幅などの計算が可
能とすることが期待できる。 

(4) 新しいモデルを，今まで研究が進んでき
た２次元の点的な特異性をもつ磁場に対
する連携研究者などによる定数磁場や周
期的あるいはランダムな複数の点磁場を
もつ場合などを含む様々な結果を，３次
元に拡張した場合にどうなるかを調べる。
とりわけ３次元空間内の複数の円周の位
置関係は２次元の場合に比べ遙かに複雑
となるため，この研究には，関数解析的
手法，偏微分方程式論的手法，確率論的
手法，幾何学的手法，関数論的手法など

多くの手法が必要となり，それに伴って
副次的な成果として新たな手法を開発す
ることも目的とする。 

 
 
 
３． 研究の方法 
(1) 研究代表者は，従来の結果について連携

研究者に周知させ，全体の研究の統括を
した。峯，島田とは随時打合せをし共同
研究をおこなった。田村，伊藤は数理解
析研究所で研究代表者が主催している作
用素論セミナーで，主に研究打合せを行
い共同研究を実行した。またこのセミナ
ーで随時関連する研究者に講演をしても
らい情報収集を行った。 

(2) 連携研究者各自が多方面の関連部門の研
究者と意見交換および研究討論をし,情
報収集，資料収集した。特に研究代表者
は数理物理の研究が活発に行われ，多く
の研究者が集まる海外を含む研究集会に
参加し研究計画についてレビューを受け
資料および情報収集を行った。 

 
 
 
４． 研究成果 
(1) 研究代表者の平成２１年度迄の研究に

より，トーラス内に台を持つような磁場
をもつシュレディンガー作用素が，その
トーラスの太さが無限に小さくなる場合
に，円周上に特異性をもつ作用素にレゾ
ルベントがノルム収束し，収束先の作用
素は円周上でディリクレ境界条件を課せ
られた３次元での特異性をもつ磁場をも
つシュレディンガー作用素であり，３次
元空間で特異性をもつモデルを与えた。
⑧でこの結果をより一般的な状況に拡張
した。すなわち，任意に与えられた磁場
に対して，相似性をもちかつ一定の磁束
を保つようなトーラス内に閉じ込められ
た磁場の場合，および，トーラスの外部
領域でトーラスの境界にディリクレ条件
をつけた場合に，トーラスの太さを無限
に細くしたとき同じ作用素にノルム・レ
ゾルベント収束することを示した。また
極限で得られる作用素のスペクトルが絶
対連続であり，全空間の自由粒子の運動
を表す作用素との間の，散乱作用素の漸
近完全性を示した。 

(2) 連携研究者の田村英男は、複数個のソレ
ノイド磁場による散乱におけるレゾナ
ンスについて、アハラノフ・ボーム効果
の数理を準古典漸近的な視点から研究
した。複数個のソレノイド磁場による散
乱においては、磁場の中心間で振動する
古典軌道が存在し、いわゆる捕捉現象が



発生する。このような軌道が実軸近傍に
レゾナンスをいかにして生み出すかを
解析し、レゾナンス幅(レゾナンスの虚
数部)に対して下からの精密な評価を与
え、アハラノラ・ボーム効果との関与を
明らかにした。これらの結果は③，④の
２編の論文にまとめられている。 

(3) ⑦で連携研究者の峯拓矢は２次元内の
定数磁場をもつシュレディンガー作用
素に周期的なアハラノフ・ボーム点磁場
を加えたときにランダウ・レベル固有値
が無限に縮退するための条件を調べた。
また最底および２番目に小さいランダ
ウ・レベルの近くでのスペクトルが絶対
連続になるための条件を与えた。また②
で２次元上半平面に負定曲率を与えた
ポアンカレ平面で定数磁場に格子上に
アハラノフ・ボーム点磁場を周期的に加
えた場合にランダウ・レベルの無限次元
縮退に関する研究を行った。また①では，
周期的な電場のポテンシャルをもつ場
合の２次元のベーテ・ゾンマーフェルト
予想を一般的な条件を満たすポテンシ
ャルに対して示し，この結果を２次元の
ポアッソン・ランダムなポテンシャルに
応用し，一般のポテンシャルが負の部分
をもつ場合のシュレディンガー作用素
のスペクトルが全直線と一致すること
を示した。 
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