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研究成果の概要（和文）：R.C.Penner によるイデアル弧のラムダ長を用いた穴あき双曲曲面の

タイヒミュラー空間の座標系は複素解析、微分幾何学，トポロジーなどの数学の諸分野のみな

らず物理学などにも応用されている。この座標系を複素化し、穴あき曲面群の SL(2,C)表現空

間に拡張することにより、より幅広い応用が見込まれる。当研究では Penner 座標の一つの複素

化を提唱し、それを離散群、双曲 3次元多様体、写像類群、複素力学系などの理論や数論に応

用して，いくつかの結果を得た。 

 
研究成果の概要（英文）：R.C.Penner’s lambda length coordinate system for the Teichmuller 
space of a punctured surface has many applications to complex analysis, differential 
geometry, topology and to mathematical physics. We introduced a complexification of 
Penner’s coordinates in order to parametrize SL(2,C) representation spaces of punctured 
surface groups. The complex coordinates are applied to the theories of Kleinian groups, 
hyperbolic 3-manifolds, mapping class groups, complex dynamics and number theory.     
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１． 研究開始当初の背景 
リーマン面の変形空間であるタイヒミュラ
ー空間は現代数学の基本概念であり，解析学，
微分幾何学，位相幾何学，理論物理学など広
汎な分野に渡る研究対象になっている。研究
代表者である中西敏浩は複素解析の立場から
タイヒミュラー空間の大域座標系やヴェイ
ユ・ピーターソン幾何および写像類群のタイ
ヒミュラー空間への作用について研究を行

ってきた。 
 タイヒミュラー空間の形状の理解やその
上での解析学の展開のためには，座標系を導
入する必要がある。タイヒミュラー空間は多
様な側面を有するのでこれまで研究目的に
合わせた様々な座標系が導入されてきた。研
究代表者がとくに注目したのは R.C.Penner
によるイデアル弧のラムダ長を用いた穴あ
き曲面のタイヒミュラー空間の座標で，その
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理由は，彼の座標は写像類群の作用を有理変
換がなす群によって表現する，飾り付き
(decorated)タイヒミュラー空間の自然な胞
体分割を導くなどの利点を持つからである。
しかし Penner 座標はタイヒミュラー空間の
実解析的パラメータであって，複素解析的手
法によるタイヒミュラー空間の研究には適
さない。このような事情から研究代表者は
Helsinki 大学の M. Naatanen 氏と共同で
Penner 座標の複素化を研究し一定の成果を
得てきた。しかしながら，我々が考案した座
標系は多価関数であり，さらに曲面群の
SL(2,C)表現空間，とくに我々が興味を持つ
離散表現のつくる部分空間については現在
もまだよくわかっていないため，そのままで
は Penner の理論を踏襲することができず，
一価な分枝の構成など複素座標の基礎づけ
と整備に時間を奪われ，さまざまな方面への
応用が見込まれることを知りながらも，応用
面についての研究は不十分であった。科学研
究費補助金，基盤研究(C)「リーマン面上の
射影構造の研究とその双曲多様体・複素力学
系への応用」（研究代表者：中西敏浩）の補助
による研究期間(2006 年~2008 年)において基
礎的研究をほぼ終えることができたので，研
究目標を複素化された Penner 座標をタイヒ
ミュラー空間およびそれを包摂する曲面群
の SL(2,C)表現の複素解析的研究と写像類群，
双曲 3次元多様体や数論など他の領域への応
用に定めた。 
 
２．研究の目的 
穴あき曲面群の SL(2,C)表現空間を研究代表
者と M.Naatanen によって導入された大域座
標系を用いて研究するのが目的であった。こ
の座標系のもとで写像類群が有理写像とし
て表現できることをフルに利用して，
SL(2,C) 表現空間の離散表現のなす部分空
間の位相的の構造や，写像類群の力学系，3
次元双曲多様体などにより具体性を伴った
イメージを付与する。さらに数論における不
定方程式の整数解や複素連分数近似への
我々の座標系の応用を与えることと SL(2,C) 
の部分群の離散判定法のためのアルゴリズ
ムの開発することを副次的に目指した。 
 
（研究項目）Penner 座標およびその複素化の
最大の利点は，写像類群のタイヒミュラー空
間や曲面群の表現空間への作用が有理写像
による変換群として記述できることであっ
た。その特性を利用すれば次のような課題に
座標系を応用することができる。 
 
(1) 穴あき曲面群の離散的表現のつくる部

分空間の決定とその位相的構造の解明 
(2) 円周上の曲面束の構造を持つ双曲的 3

次元多様体の具体例の構成 

(3) 多変数有理写像の複素力学系への応用 
(4) 不定方程式の整数解や複素連分数展開

など数論への応用 
(5) 境界群の構成（境界群は離散群論にお

いて興味深い対象であるが，その実例
を構成するのは一般に困難である。こ
こでは極大カスプ群という不連続領域
の各成分が円となる群の系列が複素パ
ラメータ空間に占める場を決定するこ
とを目標とする。） 

 
これらはいずれも従来のPenner座標では扱う
ことができず，複素化した座標によって初め
て実行できる我々独自の研究テーマである。 
 
 我々の研究においては理論の構築・整備よ
りも，Penner 座標によって計算可能になるも
のを利用して，研究対象を「手に取れるよう
に」具現化することに重点を置いた。たとえ
ば，曲面群の SL(2,C)表現の生成系を与える
行列の表示や擬アノソフ的写像類の固定点
とそれに対応するクライン群の計算，さまざ
まな境界群を発見することなどがその対象
に含まれる。 
 
３．研究の方法 
(1) 連携研究者との情報交換を行った。国内
外の研究集会に参加し，講演を行い，他の参
加者と討論や研究内容の検討を行った。 
(2) タイヒミュラー空間の研究に関連する
文献を収集し，最新の研究動向を調査した。 
またグレブナー基底など今後の研究に必要
と思われる事項に関連した文献を収集し知
識の習得に努めた。 
(3) 写像類の有理写像の表現やその作用に
関する不動点を見つけるための代数方程式
の解法，曲面群の SL(2,C)表現の生成系の構
成，不定方程式の整数解発見などのさまざま
な計算に電子計算機と数式処理ソフト（主に
Mathematica）を使用した。 
  
４．研究成果 
(1) 1 点穴あき曲面のタイヒミュラー空間の
Penner 座標系を用いた写像類の有理変換表
現が正整数係数有理式で分母が単項式にな
ることを証明し，その結果を用いて，無限個
の整数解を許容する不定方程式を得て，古典
的なマルコフ方程式の整数解の一般化を与
えた。さらに以上の結果を複素化した Penner
座標を用いることにより，いくつかの不定方
程式の（ある代数体における）整数解に拡張
できることを示した。 
 
(2) 双曲的穴あきトーラス上の単純閉測地
線の長さについての関数項をもつ無限級数
について McShane の恒等式の別証明を与えた。
我々の証明は，穴あきトーラス群の標準生成



 

 

系の語として回文になるもののうちから単
純閉測地線に対応するものを選び出し，その
軸の配列と無限小 Birman-Series 集合の解析
によって生まれたものである。この結果の証
明過程において，階数 2の自由群の生成系を
見つけるという群論の基本問題を扱ってお
り，最近の Gilman-Keen の結果と関連してい
て興味深い。 
 
(3) 種数 gの m個の境界成分を持つコンパク
トな曲面のタイヒミュラー空間を，曲面内部
が許容する完備双曲構造の変形空間と見た
とき，タイヒミュラー空間は有限個の閉測地
線の長さの組によって大域的に座標づけら
れる。曲面を一意化するフックス群の言葉で
表現すれば，有限個のトレース関数によって
座標づけられる。その際，必要な測地線ある
いはトレースの個数の最小値は 6g-6+3m 個
（m=0 の場合は 6g-5 個）であることが，すで
に P.Schmutz，奥村善英や Feng Luo 等の結果
によって知られている。しかしその後，測地
線長関数やトレース関数を実際にタイヒミ
ュラー空間の研究に応用する研究はあまり
なされてこなかったようである。我々はトレ
ー ス 関 数 に よ る 座 標 系 を 再 検 討 し ，
(g,m)=(1,2),(2,0)のときにタイヒミュラー
空間に大域座標系を与える７つのトレース
関数の組を与え，さらにこれらの座標によっ
て写像類群の作用が有理変換群の作用とし
て表現できることを証明した。面積有限穴あ
き曲面については写像類群が有理表現をも
つことが Penner によって得られていたが，
（種数 2 の場合に限定しているが）閉曲面に
ついても同様の結果が成り立つことを知っ
たのは驚きであった。ただしその表現はかな
り煩雑であり，応用を考えるときは，その計
算に適した数式処理方法が必要と思われる。
グレブナー基底の応用など解決法を見いだ
されるのではないかと予想する。 
 
(4) 一般の(g,m)型曲面のタイヒミュラー空
間のトレース関数の組による座標付けの研
究も行った。たとえば種数が 3以上の閉曲面
のタイヒミュラー空間を座標づける 6g-5 個
のトレース関数の組とそれらの間に成り立
つ関係式を求めることができた。しかし，こ
の結果をタイヒミュラー空間や写像類群の
諸問題，たとえば種数が 3以上の閉曲面につ
いても写像類群の作用を有理変換群で表現
するような 6g-5 個のトレース関数の組が存
在するかといった問題に応用するときに生
ずる膨大な計算を克服することができずに
おり，(3)と同じくこの問題に適した数式処
理の手法の開発が課題として残った。 
 
(5) SL(2,C)の行列に対して成り立つさまざ
まトレース恒等式を証明した。 
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