
 

様式Ｃ－１９ 

 

科学研究費助成事業（科学研究費補助金）研究成果報告書 
平成 25 年 5 月 31 日現在 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）：自由境界３次元半空間における弾性波に関するヘルムホルツ方程式の
解の研究を行った。特に、空間の無現遠方での漸近形に関する研究を行った。成果として、P
モード、Rモード、SV モード(反射 P波成分のみ)、SH モードおよび SV+SV0 モード(反射 P波成
分を除く)に関する漸近形をそれぞれ得た。しかし、SH モードおよび SV+SV0-モードについては、
北極方向が除かれた。また、関連する研究テーマである摩擦項を持つ波動方程式の散乱および
逆散乱問題、非線形シュレディンガー方程式の逆散乱問題、一階偏微分方程式系の解の界面正
則性についての成果も得た。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied the solutions to the Helmholtz equation with respect 
to elastic wave in 3-dimensional half space with free boundary. Especially, we studied 
the asymptotic forms of infinite direction of space. As the results, we obtained the 
asymptotic forms concerning P mode, R mode, SV mode (the reflected P wave component only), 
SH mode and SV+SV0 mode (except for the reflected P wave component), respectively. But, 
for the asymptotic forms concerning SH mode and SV+SV0 mode, the direction of North pole 
was excepted. We also obtained the results concerning scattering and inverse scattering 
problem for wave equations with dissipative terms, inverse problem for nonlinear 
Schrödinger equations and the regularity (at interface) of the solutions to a system of 
first order partial differential equation as the related topics. 
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１．研究開始当初の背景 
原子などの散乱体に向けて電子などの平面
波を入射したときの反射波(球面波)の様子
を研究する物理的散乱理論では、この様子を

記述するシュレディンガー方程式や波動方
程式から時間変数を分離することによって
得られる空間変数のみの方程式(ヘルムホル
ツ方程式)の解の空間遠方での漸近形を考察
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することがある。具体的には解が入射波(平
面波)と反射波(球面波)の重ね合わせで表現
できるとして扱われる。特に、この反射波の
係数(振幅)が散乱振幅を呼ばれる量で、散乱
体の情報を引き出す重要な量となっている
(以下、これを物理的散乱振幅と記す)。漸近
形を用いた考察方法は、逆問題やそのための
数値計算にも適用できる可能性がある。一方、
物理的散乱理論の数学的定式化である数学
的散乱理論ではヘルムホルツ方程式の代わ
りに、スペクトル分解定理に基づいて生成作
用素のリゾルベントを中心に扱う方法が主
流であった。リゾルベントを中心に用いた方
法は完成された散乱理論を構築した(この方
法の延長でも散乱振幅は定義される)。しか
し、空間遠方の漸近形を捉えるのはやや困難
な方法であった。その中で、Yafaev(1991)は
2 体シュレディンガー方程式に対するヘルム
ホルツ方程式の解の漸近形を、リゾルベント
を用いた解析により示した。そして、この漸
近形はヘルムホルツ方程式の解の必要十分
条件を与え、固有作用素展開定理(固有関数
展 開 の 一 般 化 ) も 示 し た 。 そ し て
Isozaki(2001)は、３体シュレディンガー方
程式に対して Yafaev と同様の結果を得てい
る。さらに Yafaev と Isozaki は、ヘルムホ
ルツ方程式の解を、平面波と球面波の重ね合
わせで表現して、物理的散乱振幅も得ている。 
 
２．研究の目的 
 ヘルムホルツ方程式の解の空間遠方での
漸近形を用いた散乱理論の研究が十分では
ない方程式は少なくない。本研究では、この
ような方程式の例である次の①～③： 
 
① 摂動された自由境界３次元半空間におけ

る等方弾性方程式 
② 摂動された三層媒質における音響波動方

程式 
③ 吸収効果を伴うシュレディンガー方程式 
 
のヘルムホルツ方程式の解に対して上記
Yafaev と Isozaki における漸近形を導き、そ
れに基づいた個々の散乱理論の構築、具体的
には物理的散乱振幅の導出と固有関数展開
定理を目指す。 
 
３．研究の方法 

YafaevとIsozakiのアイデアに沿った次の
(1)～(3)の順で研究を進める： 
(1) 非摂動系(散乱体がない場合)の方程式
に対するヘルムホルツ方程式の解とレゾル
ベントの漸近形の解析を行う。具体的には、
ヘルムホルツ方程式の解が(一般化された)
フーリエ変換を用いて記述できることに注
意して、このフーリエ変換に定常位相の方法
を適用することでヘルムホルツ方程式の解

の漸近形を導く。その際、固有関数系・フー
リエ変換が持つ特性(特異性)に合わせて定
常位相の方法を適宜改良する。そして、レゾ
ルベントがヘルムホルツ方の解で記述でき
ることを用いてレゾルベントの漸近形を導
く 。 な お 、 上 記 ① の 研 究 で は
Dermenjian-Guillot(1988)の固有関数展開
定理を、②では Wilcox(1984)の固有関数展開
定理をそれぞれ用いる。③については、この
段階における結果が既にある。 
(2) 摂動系(散乱体がある場合)の方程式に
対するレゾルベントとヘルムホルツ方程式
の解の漸近形の解析を行う。具体的にはレゾ
ルベント方程式と(1)で得た結果を用いて、
摂動系のレゾルベントの漸近形を記述する。
次に、ヘルムホルツ方程式の解がレゾルベン
トで記述できることを用いて、ヘルムホルツ
方程式の解の漸近形を導く。 
(3) 固有関数展開定理と物理的散乱振幅の
証明・導出を行う。具体的には(2)で得た摂
動系のヘルムホルツ方程式の解の漸近形か
ら摂動系のフーリエ変換を決定する。そして、
このフーリエ変換で固有関数展開定理が記
述できることを示す。最後に、摂動系のヘル
ムホルツ方程式の解の漸近形を、入射波と球
面波の重ね合わせで表現して、物理的散乱振
幅を導出する。 
 
４．研究成果 
(1) 自由境界３次元半空間における等方弾
性波に関する固有関数・モードは、境界にお
ける入反射波から構成される Pモード：入射
P 波(縦波)+ 反射 P 波+反射 S 波(横波)、SV
モード：入射 S 波+反射 S 波+反射 P 波、SVO
モード：入射S波+反射S波+反射表面波(P波)、
SH モード：入射 S波+反射 S波と Rモード(境
界の表面を主に伝播する 2次元波、レイリー
波と呼ばれる)からなる。そしてヘルムホル
ツ方程式の解(スペクトル密度関数)はこれ
らに関する 3次元半球面上の積分と円上の積
分の重ね合わせによって記述される。これら
の中で P モードと SV モードの反射 P 波の全
方向に関する漸近形を得た。また、SH モード、
SV+SV0 モードの入射 S波、反射 S波について
は北極近傍の方向を除いた漸近形を得るこ
ともできた。 
証明は定常位相の方法でなされたが、評価

対象の積分が半球面上のものであるという
ことに加え、Pモードの反射 S波と SV モード
の反射 P波が屈折波的反射波であることを反
映した特異性により、既存の定常位相の方法
で は 証 明 が 困 難 で あ っ た 。 し か し 、
Copson(1965)と Lewis(1967)のアイデアを盛
り込んだ定常位相の方法を考案して、その適
用で評価を得た。R モードについては、円上
の積分で記述できるため、通常の定常位相の
方法によってその漸近形が得られた(以上に



ついては学会発表⑤,⑦,⑨,⑪,⑫,⑬,⑮で
成果発表を行った)。 

なお、SV0 モードの反射表面波については
未証明であるが、R モードとの類似点が多い
ことから同様な方法による証明を試みる計
画である。 

SH モード、SV+SV0 モードの北極近傍の方
向に関して、その評価のために上記とは別バ
ージョンの定常位相の方法を考案した。これ
も Copson のアイデアを盛り込んだものであ
るが、S 波の特徴である波面の法線方向と変
位の方向が垂直となることから発生する特
異性に留意した構成となっている。今後は、
この方法の適用による評価を試みる計画で
ある。 
 
(2) 自由境界３次元半空間における弾性波
に対するレゾルベントの剰余項について、そ
の空間遠方における評価がレゾルベントの
主部(球面波部分)よりも速く減衰する旨の
評価を得た。 
 

以上のことから「研究目的」①の自由境界
３次元半空間における等方弾性波に対して
は「研究の方法」で述べた(1)の段階に到達
する目処が立ちつつある。しかし、(2)と(3)
の研究については、期間内での達成はならな
かった。これらについては今後の研究で解決
したい。また、研究目的の方程式②と③につ
いても具体的な研究に至らなかったので、こ
れらについても引き続き課題としたい。 
 

関連する成果として以下も得た： 
 
(3)２つの平面に挟まれた帯状無限領域にお
いて摩擦項を持つ波動方程式に対する散乱
解の存在を示した(発表論文③, 学会発表
⑰) 
 
(4)２次元空間における摩擦項付き波動方程
式に対する逆散乱問題として、摩擦項を散乱
振幅から一意的に構成できることを証明し
た。また、再構成の手続きも与えた(発表論
文②, 学会発表⑯)。 
 
(5) 摩擦項を持つ波動方程式やポテンシャ 
ル項を持つシュレディンガー方程式の定常
問題のレゾルベント評価を行い、その応用と
して、摩擦項を持つ波動方程式に対する極限
振幅の原理の既存の結果の改良や２次元外
部領域におけるシュレディンガー方程式に
対する平滑化効果を証明した(学会発表①,
③,⑥,⑧,⑩)。 
 
(6) 一般次元の一階偏微分方程式系の解の
界面正則性についての解析を行った(発表論
文①, 学会発表④,⑭,⑱)。 

 
(7) シュレディンガー方程式の非線形項を、
散乱解の高振動解析を行うことで、任意の大
きさの散乱データから完全に同定した(学会
発表②) 
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