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研究成果の概要（和文）： 

２次元外部領域における摩擦項付き非線形波動方程式と非線形熱方程式の初期値境界値問題を考

察し,初期値が Hardy 空間に属する場合に,解の時空間に関する L2 有界性を示した.圧縮性

Navier-Stokes-Possoin 方程式系では, 緩和項に付随するパラメーターの消滅による流体力学的

極限は退化 Drift-Diffusion 方程式となることを，単原子気体を含むより広い圧力場の場合に弱

解の枠組みで証明した。 

 
研究成果の概要（英文）： 
We consider the initial boundary value problems for the semilinear damped wave equations 

and the semilinear heat equations in two dimension exterior domains. We give the L2 

boundedness with respect to the space and time valuables of the solutions. Also,we consider 

the zero relaxation time approximation to the compressible Navier-Stokes-Poisson system to 

derive the mono-polar drift-diffusion system of degenerated type in a framework of the  

theory of weak solution. 
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１．研究開始当初の背景 

流体力学に現れる圧縮性粘性流体の運動を

記述した圧縮性 Naver-Stokes 方程式では，

A. Matsumura and T. Nishida により，圧縮

性 Navier-Stokes 方程式の定数平衡状態は，

小さい初期摂動に対して安定であることが
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示され，より詳しい解の漸近構造は，D. Hoff 

and K. Zumbrun ,  Kagei and Kobayashi 等

に よ り 研 究 さ れ て い る ． 圧 縮 性 

Navier-Stokes 方程式の解は，定数平衡状態

の近くでは，その線形化方程式が双曲型放物

型混合方程式であり，特に密度部分が線形粘

性弾性体方程式を満たすため，拡散波動の現

象，特に広い意味での Huygens の原理が現れ

ることが示唆されている．これまでの定数平

衡状態の周りでの線形化方程式の解の表現

公式の漸近展開の解析から，解は，拡散項，

拡散波動項，高減衰項に分類され，拡散項の

第一近似は， 半空間の場合は非定常 Stokes 

方程式の解の速度場であり．従って，熱方程

式の解が第一近似である全空間の場合と異

なること，また，非線形相互作用も全空間と

半空間では異なるという結論が得られてい

る．一方，空間に関して重み付き評価や初期

摂動が振動して全密度が消えた場合は，半空

間でも，全空間に近い挙動が現れることが予

想される．特に，空間に関する重み付き評価

の考察は，非圧縮性 Navier-Stokes 方程式

や Keller-Seagl 方程式系の研究でも見られ

るように，解の高次漸近展開の考察において

欠かせないものであり，そのため，各空間で

圧縮性 Navier-Stokes 方程式と非圧縮性 

Navier-Stokes 方程式の空間に関する重み

付き評価を調べ，漸近的な解の構造の相違及

び類似を明らかにすることは重要である．特

に，外部領域の研究においては，解の減衰評

価以外これまで研究されていないため，全空

間および半空間との相違, 類似点を解明す

るが重要である．また，これまでの圧縮性 

Navier-Stokes 方程式の解の構造の研究では，

線形化方程式の２次元空間における解析は，

可積分性や Sobolev の埋め込み定理の臨界

にあたるため困難さが生じ十分な結果が得

られていない．そのため，Morawetz の方法

と Hardy 空間を用いたエネルギー法を用い

て線形粘性弾性体方程式の解の構造を詳細

に解析し，圧縮性 Navier-Stokes 方程式の

密度部分の解の構造を明らかにすることも

重要である． 

 気体星の運動や半導体やプラズマの数学

モ デ ル に お け る 圧 縮 性 

Navier-Stokes-Possoin 方程式系では，特に

気体星の場合，圧力が isentropic で密度の

べき乗のとき，その指数には非線形熱方程式

の藤田型臨界指数が現れ，さらに強解は有限

時間で爆発するため，定常解の安定性，非安

定性の議論には，弱解の構成とその枠組みに

よる理論の構築が重要である. P.L. Lions  

は圧縮性 Navier-Stokes 方程式の時間大域

的弱解を構成し，有界領域，非有界領域にお

ける圧縮性 Naver-Stokes 方程式および圧

縮性 Naver-Stokes-Poisson 方程式では，単

原子気体を含むより広い圧力場の場合に, E. 

Feireisl 等により時間大域的弱解が構成さ

れている．しかし，藤田型臨界指数まで到達

していないため，緩和項に付随するパラメー

ターの消滅による流体力学的極限の数学的

厳密な説明は，未だ不十分と言える．そのた

め，本研究では，２次元以上の場合に緩和項

に付随するパラメーターの消滅による流体

力 学 的 極 限 を 研 究 し ， 圧 縮 性 

Naver-Stokes-Poisson 方程式の解の漸近構

造を明らかにすることが目的である． 

 

２．研究の目的 

本研究では，圧縮性粘性流体方程式系の解の

構造を明らかにする研究を行う．全空間，半

空 間 ， 外 部 領 域 に お け る 圧 縮 性 

Navier-Stokes 方程式系の初期値問題，初期

値境界値問題では，定数平衡解の安定性のこ

れまでの研究において，解の拡散波動の現象

と広い意味でのホイゲンスの原理の解明が



示唆されており，本研究では，解の第一近似

として現れる線形粘性弾性体方程式と非圧

縮 性 の  Stokes 方 程 式 お よ び 

Navier-Stokes 方程式の解の時間に関する

漸近挙動について解析することで，各空間の

影響による圧縮性 Navier-Stokes 方程式と

非圧縮性 Navier-Stokes 方程式の解の構造

の相違及び類似点を解明し，圧縮性粘性流体

方程式系の解の構造を明らかにすることが

目的である．また，粘性を考慮した自己重力

場における気体星の運動を記述した圧縮性 

Navier-Stokes-Poisson 方程式系では，圧力

が isentropic で密度のべき乗である場合，

その指数には非線形熱方程式の藤田型臨界

指数が現れ，さらに強解は有限時間で爆発す

るため，定常解の安定性および非安定性の解

析には，弱解の枠組みの理論の構築が必要で

ある．そのため，本研究では，緩和項に付随

するパラメーターの消滅による流体力学的

極限を研究することにより，単原子気体を含

むより広い圧力場の場合にも適応できる弱

解の理論の構築と解の構造を明らかにする

ことが目的である． 

 

３．研究の方法 

本研究目的を遂行するためには，多くの数学

者との研究討論が不可欠であり，また，最新

の結果や手法を常に研究することが必要で

ある．そのため，主に国内外の関連する研究

集会をはじめ，九州大学，熊本大学および広

島大学のセミナーに出席し情報収集を行い，

研究分担者，連携研究者をはじめ多くの数学

者と研究討論を行う．研究分担者の梶木屋龍

治教授とは圧縮性 Navier-Stokes-Poisson 

方程式系の非線形楕円型方程式の部分の研

究，研究討論及び情報収集，連携研究者の三

沢正史教授とは線形粘性弾性体方程式の実

解析的な手法，池畠良准教授とは線形粘性弾

性体方程式の解析，隠居良行教授とは圧縮性 

Navier-Stokes 方程式の非線形部分の解析

の研究および研究討論を行い，研究代表者で

ある申請者が総括する．研究方法と研究分担

者(連携研究者)との分担は以下である。 

(1) D. Hoff and K. Zumbrun の結果を参考

にして，波動方程式系のエネルギー法の専門

家である池畠良准教授と研究討論を行い，合

わせて，実解析学の手法による解の正則性の

研究の専門家である三沢正史教授と研究討

論し，線形粘性弾性体方程式系の解の構造の

研究を行い，圧縮性 Navier-Stokes 方程式

の密度部分の解の構造を研究する． 

(2) 外部領域における Stokes 半群の空間

に関する重み付き評価を考察し，非圧縮性 

Navier-Stokes 方程式の解の空間に関する

重 み 付 き 評 価 を 研 究 し ， 圧 縮 性 

Navier-Stokes 方程式の研究の専門家であ

る隠居良行教授と圧縮性 Navier-Stokes 方

程式への応用を研究討論する．また, 上下半

空間に穴の開いた仕切りがある aperture 

領域．摂動のある半空間における非圧縮性 

Navier-Stokes 方程式の解の空間に関する

重み付き評価を研究する．さらに, 隠居良行

教授と研究討論し，各空間におけるこれまで

の結果を下に，圧縮性 Navier-Stokes 方程

式と非圧縮性 Navier-Stokes 方程式の空間

に関する重み付き評価を調べ，漸近的な解の

構造の相違及び類似を研究する． 

(3) 圧縮性 Navier-Stokes-Possoin 方程式

系の Poisson 項は非線形楕円型方程式であ

るため，非線形楕円型方程式論の専門家であ

る梶木屋龍治教授と最新の情報収集および

研究討論を行う． 

(4)  P. L. Lions[2], E. Feireisl [3] 等

に よ っ て 発 展 し て き た 圧 縮 性 

Navier-Stokes 方程式の弱解の理論につい

て研究し，３次元以上における圧縮性 



Navier-Stokes-Possoin 方程式系の緩和項

に付随するパラメーターの消滅による流体

力学的極限の研究を行う．また、気体星の運

動や半導体，プラズマの数学モデル等を記述

した圧縮性 Navier-Stokes-Possoin 方程式

系では，２次元空間において，その緩和項に

付随するパラメーターの消滅による流体力

学的極限について研究する. 小林が担当す

る. 

 

４．研究成果 
全空間における圧縮性 Navier-Stokes 方程
式系の初期値問題,半空間や外部領域におけ
る圧縮性 Navier-Stokes 方程式系の初期値
境界値問題では, 定数平衡解の安定性のこ
れまでの研究において, 特に, 解の時間に
関する漸近挙動の研究から, 解の拡散波動
の現象と広い意味でのホイゲンスの原理の
解明が示唆されており, そのため, 解の第
一近似として現れる線形粘性弾性体方程式
と 非 圧 縮 性 の  Stokes 方 程 式 お よ び 
Navier-Stokes 方程式の解の時間に関する
漸近挙動について解析を行った. 線形粘性
弾性体方程式の解の時間に関する漸近挙動
を解析する上で, まず２次元外部領域にお
ける波動方程式の初期値境界値問題,摩擦項
付き波動方程式の初期値境界値問題,および
摩擦項付き冪乗型の非線形波動方程式の初
期値境界値問題を考察した. 初期値がコン
パクトな台を持つ場合は解の減衰評価は知
られていたが, 初期値がコンパクトな台を
持たない場合は部分的な結果しか得られて
いなかった. 我々は初期値が Hardy 空間に
属する場合を考え,エネルギー法において, 
Morawetz の手法と Fefferman-Stein の不
等式を用いることで, 波動方程式の場合は,
局所エネルギー減衰評価, 摩擦項付き波動
方程式の場合は, ２次元では臨界である解
の時空間に関する L2 有界性を得ることが
出来た. 外部領域における摩擦項付き非線
形波動方程式の初期値境界値問題では, ２
次元外部領域における Hardy の不等式に対
応した, 空間に関する重み付きの冪乗型非
線形構造に着目し, 摩擦項付き線形波動方
程式の場合と同様に２次元では臨界となる
解の時空間に関する L2 有界性を得ること
が出来た. また, 熱方程式でも同様の結果
が得られた. 特に熱方程式の場合は, Hardy 
空間より広い L1 空間に初期値が属する場
合, この正則性の結果は一般には得られな
い. 摩擦項付き非線形波動方程式では, 重
み付きの非線形構造に着目することで, 線

形方程式の場合には使わなかったエネルギ
ー評価のある項を使い, Hardy の不等式を用
いることで初期値がコンパクトな台を持つ
仮定を取り除き, 解の減衰評価を得ること
に成功した. これらの結果より, このよう
な非線形構造をもつ熱方程式, 摩擦項付き
波動方程式の初期値境界値問題では, 解の
存在の臨界指数である藤田指数が通常の冪
乗型非線形の場合と異なることが予想され
る. また, これらの方法は, 全空間におけ
る線形粘性弾性体方程式の初期値問題, さ
らに, 非圧縮性 Navier-Stokes 方程式の初
期値問題や圧縮性 Navier-Stokes 方程式の
初期値問題への応用が期待される.  
 気体星の運動や半導体やプラズマの数学モ
デルにおける圧縮性 Navier-Stokes-Possoin 
方程式系では,特に気体星の場合, 圧力が 
isentropic で密度のべき乗のとき, その指
数には非線形熱方程式の藤田型臨界指数が
現れ, さらに強解は有限時間で爆発するた
め, 定常解の安定性, 非安定性の議論には，
弱解の構成とその枠組みによる理論の構築
が重要である . P. L. Lions は圧縮性 
Navier-Stokes 方程式の時間大域的弱解を
構成し，有界領域，非有界領域における圧縮
性  Naver-Stokes 方 程 式 お よ び 圧 縮 性 
Naver-Stokes-Poisson 方程式では，単原子
気体を含むより広い圧力場の場合に, E. 
Feireisl 等により時間大域的弱解が構成さ
れ て い る ． 我 々 は , こ れ ら の 圧 縮 性 
Navier-Stokes 方程式の弱解の理論を応用
し、改良することで, 緩和項に付随するパラ
メーターの消滅による流体力学的極限は退
化 Drift-Diffusion 方程式となることを，
単原子気体を含むより広い圧力場の場合に
対して, 数学的に厳密な説明を与えること
に成功した. 
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