
 

様式Ｃ－１９ 

 

科学研究費助成事業（科学研究費補助金）研究成果報告書 

 

平成 25 年 5 月 20 日現在 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）：弾性体の振動特性を表すラメ作用素の固有値問題を解析した. 細い(特
異的な)領域やそれらを接合した領域の固有値の漸近挙動を記述する極限固有値問題を得た. 
それらは局所的には１次元のグラフ上の４階の常微分作用素の固有値問題になり,頂点におい

ては複雑な両立条件を有する. また, 弾性係数が退化するようなラメ作用素の固有値問題の漸

近解析を行い, 極限系を得た. 極限系は流体力学に現れるストークス作用素の固有値問題とな

る. そして境界条件としてディリクレ条件またはスリップ境界条件が現れる.  
 
研究成果の概要（英文）：I studied the eigenvalu problem of the Lamé operator, which is 
obtained from the oscillation property of elastic body. I dealt with the compex domain which 
is a union several thin regions. The limit system when the thinnes goes to zero, is a 4th 
order ODE system with a complicated compatibility condtions on the verticies. I also dealt 
with the eigenvalue problem of a certain Lamé operator with the low stiffness coefficient. I 
obtained the limit system, which is related with the eigenvalue problem of the Stokes 
operator in a fluid dynamical problem with the Dirichlet condition or the slip boundary 
condition.  
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１．研究開始当初の背景 

我々が日常で直接体験する現象の代表例は

音や光および物体の運動があげられるが, 前

者は波動, 後者は力学的運動であるが弾性体

の変形運動は,上の２つの要素を併せ持つ現

象として多様な様相を呈する. 弾性体の運動

は連続体力学において弾性方程式として記

述され理論は有る意味確立されている.しか
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し, このことは必ずしも多様にある弾性現象 

が解明されていることを意味しない. 近年の

地球物理や建造物の工学的な研究により興

味ある現象が見いだされている. よってそれ

らをある弾性方程式の中にある数学現象と

して捉える試みによって応用数学的な見地

から偏微分方程式の豊かな発展につながる

と期待できる. 特に本研究では実用からも大

事な物体の振動特性や振動モードに的を絞

り研究する. 
 
２．研究の目的 
弾性体の振動特性は弾性体方程式の主部に

現れるラメ作用素の固有値に対応する. 本研

究で扱う場合は実用の観点から重要な棒や

板および液状物体などがあり, これらはを表

す弾性体方程式(偏微分方程式)の境界値問題

には際立った特徴がある. 前者では領域が３

次元でありながら非常に細いあるいは薄い, 
後者では弾性係(剛性率)が極めて小さい, こ
れらはラメ作用素が退化する特異摂動問題

であるため, 固有値の挙動の解析は困難が現

れる. このような領域の退化の問題や係数の

退化の場合において固有値の漸近挙動を考

える. さらにはこのような性質の異なる複数

の弾性体を接合して組み合わせてできる複

合的弾性体の振動特性を研究するこれがメ

インの研究目的である.それによって弾性体

相互の作用も研究する. 
 
３．研究の方法 
 
複合構造をもつ弾性体の課題についてラメ

作用素の特異摂動的固有値問題の固有値お

よび固有関数の漸近挙動を解析する. 研究の

過程で, 
(1)工学的観点からの数学的定式化(境界条件

や係数の検討), 
(2) 特殊解の計算,  
(3)マッチングと近似解作成,  
(4)変分法(最大最小原理よる評価), エネルギ

ー法や比較関数などによるアプリオリ評価,  
(5)弱形式,  
など組み合わせた摂動解析を行う. これらは

偏微分方程式論の歴史において蓄積されて

きた数学的技術である. これらをフルに活用

して固有値や固有関数の漸近解析を行う. 
 

４．研究成果 

(1)特異的な領域変形とラメ作用素等の楕円

型作用素の固有値や周辺の課題について漸

近解析的研究を行った. 細い棒状や薄い板

状の弾性体の振動のスペクトル問題につい

ては Ciarlet らの先行研究でかなり前に研究

されていたが今回それらを組み合わせて出

来る弾性体について同様の解析をした。３次

元の問題から薄い極限の問題(スケルトン上

の問題)への還元および極限問題の定式化お

よび正当化を行った. ラプラシアンや反応

拡散方程式の問題についての, このような

研究は小杉聡史の一連の仕事により 10 数年

に得られている, ラメ作用素の場合の今回

の研究はそれらの一般化に位置すると見な

せる. 細い棒状領域を組み合わせた領域の

問題においては極限システムは複数の有限

線分上の４階常微分作用素と頂点上の両立

型境界条件からなる. 元々の問題において

小さい固有値は領域の薄さの２乗のオーダ

ーを持つが, この微小部分を繰り込んで拡

大することで極限問題を再現することがで

きこの極限の固有値問題は工学的な還元版

モデルとの関連を解析した.  

(2)固定領域上でのラメ作用素の固有値問題

において剛性率が変数係数の場合にこれが

部分的に退化する場合の極限の固有値を解



 

 

析した. 固有値の漸近挙動を特徴付ける極

限問題において退化領域上のストークス方

程式の固有値問題が現れることがわかった. 

これによって弾性体の液状化した振動問題

と流体力学のある種の固有値問題との関連

性があることがわかりストークス作用素の

新しい課題に結びついた. 
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