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研究成果の概要（和文）： 

Anosov-Bowen 以来，擬軌道尾行性（shadowing property）の概念は力学系理論の研究におい
て様々な場面で現れ，力学系の研究において常に重要な役割を担ってきた。近年，SP 理論の発
展には特に目覚しいものがあり，力学系の数値計算的研究の基盤を固めるだけでなく，多くの
興味深い定性論的研究結果も生み出されている。本研究の目的は，SP をもつ力学系あるいは部
分力学系を微分幾何学的力学系理論の立場から特徴付けることである。 
 

研究成果の概要（英文）： 
 Since Anosov and Bowen’s works, the notion of the pseudo-orbit shadowing property 
very often appears in the several branches of the theory of dynamical systems, and usually 
plays an important role in the investigation.  The latest developments of the shadowing 
theory of dynamical systems are very remarkable; in fact, the shadowing theory is not 
only a base of numerical study of dynamical systems but also gives rise to lots of important 
consequences in qualitative theory of dynamical systems.  The purpose of this research 
project is to characterize the dynamical systems or subsystems possessing the shadowing 
property from view point of the differential geometric theory of dynamical systems. 
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１．研究開始当初の背景 

力学系を数値計算的手法によって研究す
る場合，コンピュータにより計算された力学
系の軌道には（一般に）四捨五入等による誤
差が含まれる。このような軌道を擬軌道
（pseudo-orbit）と呼ぶ。もし，力学系が擬

軌道尾行性（以下，SP と表す）をもてば，
すべての擬軌道はその力学系の真の軌道で
あることが保障され，コンピュータにより計
算された力学系の軌道はその定性的性質を
反映していると言える。すなわち，力学系の
数値計算的手法による研究において精度保
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障をする場合，その力学系が SP をもつかど
うかが非常に重要かつ基本的な問題となる。 
一般に微分可能多様体 M上すべての微分同

相写像（力学系）が SP をもつとは限らない
が，SP をもつ微分同相写像の全体は，微分同
相写像全体の空間の中で C0-位相に関し稠密
になることが知られている。M 上の SP をもつ
微分同相写像全体を SP(M)で表し，その C1-
位相に関する内点集合を SP1(M)で表す(f∊
SP1(M)は C1-位相に関するSP-安定性をもつ）。
報告者自身により，SP1(M)は双曲性（Axiom A 
+ 強横断性条件）として特徴付けられている。
すなわち，力学系 fが SP1(M)の要素であるこ
とと fが構造安定性を満たすことは同値であ
る。 
 SP 理論における最も基本的な研究対象は，
力学系 fの鎖回帰集合（chain recurrent set）
と呼ばれるf-不変閉部分集合R(f)⊂Mである
（非遊走集合Ω(f)は R(f)の部分集合）。M の
点 xから点 yへ，任意に誤差の小さい fの擬
軌道が存在するとき x ⋍f y と書く。 R(f)は
x ⋍f x を満たす点 x 全体である。R(f)への制
限f|R(f)がSPをもつ微分同相写像全体のC1-
位相に関する内点集合を SP1(M)|R で表せば，
SP1(M)|R はΩ-安定性（Axiom A + no-cycle）
として特徴付けされる。 
 Smale による微分幾何学的力学系理論は，
双曲性と構造安定性という２つの概念を基
礎として研究が開始され，「構造安定性と双
曲性は同値」という Palis-Smale による Cr-
構造安定性予想解決へ向けての研究が同理
論の発展に大きな役割を果たした。C1-構造安
定性予想は 1987 年に Mane により解決され，
その後 Hayashi-Aoki-Wen らによって一般化
された形の C1-構造安定予想も証明された。
上記２つの結果は，これらの成果の応用であ
る。 
 関係 ⋍f は R(f)上の同値関係であり，それ
による同値類は鎖成分（chain component）
と呼ばれる（鎖成分は，SP 理論における基本
的かつ最小な意味ある f-不変閉部分集合で
ある）。点 p を f の双曲型周期点とすると，
Hartman の定理より C1-位相に関し f に近い
任意の g に対し（p の近くに）g の双曲型周
期点 pgが一意的に存在する。報告者は，双曲
型周期点 p を含む鎖成分 Cf(p)に対し，次の
ような C1-位相に関する自然な SP-安定性を
定義し，ある付加条件の下で以下の（Ⅰ）の
ような Cf(p) の特徴付けを行なった：Cf(p) 
が C1-安定的擬軌道尾行性をもつとは，「C1-
位相に関しfに近い任意のgに対し，g|Cg(pg) 
が SP をもつこと」とする。ただし，Cg(pg) は 
pgを含む gの鎖成分である。 
 
（Ⅰ）Cf(p)は C1-安定的擬軌道尾行性をもつ 
⇔ Cf(p) は双曲的（hyperbolic） 
 

 Wen-Gan-WenはLiao理論を応用することに
より，報告者の証明をさらに発展・改良し付
加条件を完全に取り除くことに成功した。 
力学系 f の双曲型周期点 p の安定多様体 

Ws(p)と不安定多様体 Wu(p)の交点は，p のホ
モクリニック点と呼ばれている。横断的に交
わる pのホモクリニック点全体の閉包を pの
ホモクリニッククラス（homoclinic class，
以下，HC で表す）といい Hf(p)で表す。よく
知られているホースシューもある双曲型不
動点の HC である。 
HC は力学系理論における基本的かつ最小

な意味ある研究対象であり，一般に鎖成分よ
りも真に小さい。実際，サドル・ノードホー
スシューは位相的にはホースシューと同じ
であり，ある双曲型周期点 q の HC である。
このとき，サドル・ノードホースシューは q 
を含む鎖成分よりも真に小さい。本研究では
双曲型周期点 p を含む HC に対し，SP につい
ての C1-位相に関する安定性を定義し Hf(p) 
の特徴付けを行う。 
Hf(p)が C1-安定的擬軌道尾行性をもつとは，

「C1-位相に関し f に近い任意の g に対し，
g|Hg(pg)が SP をもつこと」とする。ただし，
Hg(pg)は pgを含む g の HC である。 
 
２．研究の目的 
本研究では C1-安定的擬軌道尾行性をもつ 

HC を微分幾何学的力学系理論の視点から特
徴付ける。具体的には， 
 
（Ⅱ）Hf(p)は C1-安定的擬軌道尾行性をもつ 
⇔ Hf(p)は双曲的 
 
の証明，実際には ⇒ の証明である（逆向き
は知られている）。 
サドル・ノードホースシューは SP をもつ

が，サドル・ノード周期点（固有値１をもつ）
を含むため双曲的ではない。従って，上記問
題を考慮することは，力学系理論の立場から
大変興味あるものと言える。 
 本研究は，（Ⅰ）の場合と以下の２点でそ
の手法が大きく異なる：(a)Hf(p)の周期点の
一様双曲性の証明と，(b)Hf(p)が双曲的でな
いと仮定して構成される，その絶対値が 1 
に近い固有値をもつ周期点が Hf(p)に属する
ことの証明である。 
 最近は構造安定性理論を基礎にコンピュ
ータ支援による力学系の分岐についての研
究が盛んに行われ，その研究成果はカオスの
研究等，工学を含む様々な分野で応用されつ
つある。分岐理論は（構造安定でない）力学
系の 1-パラメーター族において Cr-位相（一
般に rは十分大）の下でパラメーターと共に
その軌道構造がどの様に変化するかを調べ
る理論で，カオス現象を数学の立場で説明す
るためにはその研究が不可欠であることが



 

 

わかってきている。コンピュータ支援による
分岐現象の研究では，HC における分岐現象の
解明が中心となる。本研究では，上記(a)，
(b)の解決に分岐理論等の導入を計画した。 

SP をもつ力学系は，ある程度一般的なクラ
スであるので，本研究により得られる結果や
研究方法は，「分岐現象解明に向けての一般
論的研究」において基本的役割を果たすこと
が期待できる。また，我々の研究目的が達成
されれば数学の立場でのカオスの研究にも
大きく貢献できる。このような研究は，国内
外を問わず未だ行われていなかった。 
 
３．研究の方法 

Diff(M)を C∞-閉多様体 M上の微分同相写
像全体とし C1-位相を導入する。本研究の目
的は，C1-安定的擬軌道尾行性をもつ Hf(p)の
双曲性の証明である。 
証明は，報告者自身が過去の研究で開発し

た双曲性を示すための一連の方法を踏襲す
るが，その単なる拡張では処理できない部分
が２箇所ある。本研究では，分岐理論と C1-
ー般性についての研究成果を融合すること
によりその解決を目指した。具体的にはHf(p)
は C1-安定的擬軌道尾行性をもつと仮定し，
次の手順で研究を推進した： 
①Hf(p)上の接ベクトルバンドルに占有的

分割（dominated splitting）が存在するこ
と，及び Hf(p)の任意の双曲型周期点の安定
な固有空間の次元は一定であることを証明， 
②Hf(p)の双曲型周期点についてのある種

の「一様双曲性」を証明，そして最後に 
③Hf(p)の双曲性を証明。 

である。 
以下，研究開始時点の進捗と本研究におけ

る課題について説明する。 
ステップ①は，報告者自身が開発した方法

を用いることにより完了済み。実際，任意の
f∊SP1(M)に対し，任意の双曲型周期点の安定
多様体・不安定多様体は横断的に交わること
を示した。 

p のホモクリニック点 x における安定多
様体 Ws(x)，不安定多様体 Wu(x)の接平面は 
Hf(p)上の占有的分解の候補となる。これらの
なす角度が下からバウンドされることがわ
かり，占有的分解の存在が証明される。また，
SP より，任意の双曲型周期点 q∊Hf(p)に対し，
Ws(u)(p)∩Wu(s)(q)≠φがわかる。もし，q の安
定な固有空間の次元が pのそれと異なるとす
ると，いずれか一方の交点は非横断的となる。
この事実により C1-安定的擬軌道尾行性に矛
盾することが示される。 
ステップ②の推進には，報告者が開発した

方法は役に立たない。報告者は，鎖成分 Cf(p)
についてのC1-安定的擬軌道尾行性のもとで，
次の議論を行なった：周期点の双曲性が一様
でないと仮定すると，絶対値が（いくらでも）

１に近い固有値λをもつ双曲型周期点 q∊
Cf(p)が存在する。SP より Ws(u)(p)と Wu(s)(q)
は（横断的に）交わることがわかる。|λ|≑
１より，この横断的交わりを保存したまま f 
摂動して，正規双曲的（normally hyperbolic）
g-不変曲線 I（または g-不変サークル C）を
構成することができる（gは f の摂動）。特
に，g|I = identity（または g|C = rotation）
となる。 
Ws(u)(pg, g)∩Wu(s)(qg, g)≠φより，I（ま

たは C）が鎖成分 Cg(pg)に含まれ，更に正規
双曲性より g|I（または g|C）は SP をもつこ
とがわかる。一方，恒等写像や回転写像は SP
をもたないことがよく知られていて矛盾に
至る。しかし，この議論の中で構成された I
（または C）は，一般に Hf(p) に含まれるか
どうか全くわからない。従って Hf(p) C

1-安定
的擬軌道尾行性の下では，上記と同様な証明
方法は使えない。 
このステップの証明が本研究における第

１の課題であった。その解決に向けての方針
は分岐理論における研究成果，特にサドル・
ノード分岐と SP についての研究成果の応用
である。絶対値が１に近い固有値の双曲型周
期点 qが Hf(p)に存在すると仮定すると，尐
しの摂動によりサドル・ノード分岐が起こる。
申請者自身の研究成果により，サドル・ノー
ド周期点の近傍では，SP が成立しないことが
わかっており，Hf(p) C

1-安定的擬軌道尾行性
に対し矛盾を導けることが期待された。 
ステップ③の推進が，本研究における第２

の課題であった。Hf(p)が双曲的でないと仮定
すると，Liao 理論に SP を応用することによ
り Hf(p)の任意の近傍 U に対し，その軌道全
体が Uに含まれかつ絶対値が（いくらでも）
１に近い固有値をもつような双曲型周期点 q
を構成することが可能である。 
北京大学のチームは，（Cf(p)の C1-安定的擬

軌道尾行性の仮定の下）Uが任意であること
と①より，q は pの鎖成分 Cf(p)に含まれるこ
とが示され ②に反することがわかり，鎖成
分の双曲性が証明された。本研究ではq∊Hf(p) 
を示す必要があるが，北京大学のチームの方
法は役に立たない。 
このステップでは，以下の性質（＊）を証

明する必要がある。 
 異なる２つの周期点 p, q のそれぞれの安
定多様体・不安定多様体が互いに横断的に交
わるとき p～qと表す。Uを Hf(p)の十分小さ
な近傍とする。このとき， 
 
（＊）qが双曲型周期点でその軌道全体が U
に含まれるならば，p～qが成り立つ。 
 
性質（＊）が証明できれば，①，②および

既に知られている事実を応用することによ
りHf(p)の双曲性が証明できる。本研究では，



 

 

力学系の一般性についての結果と Hf(p) C
1-

安定的擬軌道尾行性との融合を図ることに
より性質（＊）の証明に挑戦した。まず，双
曲型周期点の安定多様体・不安定多様体が互
いに横断的に交わる微分同相写像は，C1-位相
に関して稠密であること（Kupka-Smale の定
理）や林氏による Connecting Lemma から導
出される一般的性質，更に，C1-generic な微
分同相写像 fに対しては対応 f ↦ Hf(p)が上
半連続であること等を利用し，「C1-generic 
な微分同相写像 fに対し，f が C1-安定的擬
軌道尾行性をもてば Hf(p)が双曲的であるこ
とを示すこと」を計画。次にもう一度 C1-安
定的擬軌道尾行性を利用し C1-generic の仮
定を取り除くことを目指した。 
 
４．研究成果 

前述のように本研究は，C1-安定的擬軌道尾

行性の仮定のもと，次の手順で研究を進めた

：①Hf(p)上の接ベクトルバンドルにおける占

有的分割が存在すること及びHf(p)の任意の

双曲型周期点の安定な固有空間の次元は一定

であることの証明，②Hf(p)の双曲型周期点に

ついてのある種の一様双曲性を証明，そして

最後に ③Hf(p)の双曲性の証明，である。 

①のステップは平成22年度以前に完了。平

成24年度は，平成23年度に引き続き②，③の

証明に取り組んだ。研究代表者自身による，

鎖成分Cf(p)についてのC1-安定的擬軌道尾行

性のもとでの研究成果や証明技法を基に，分

岐理論における研究成果，特にサドル・ノー

ド分岐と擬軌道尾行性についての研究成果の

応用を試みたが，現時点では未だその完全な

解決には至っていない。 

本研究の推進過程において，北京大学のチ
ームが開発した証明技法（Liao 理論）を応用
し，任意の鎖成分（周期点を含むとは限らな
い）に対し，局所極大という付加条件の下で
その双曲性を証明している（数学専門雑誌に
掲載が決定）。周期点の存在を仮定していな
い点が，Cf(p)や Hf(p)の場合と本質的に異な
り，擬軌道尾行性理論の新たな展開を示唆す
る成果である。以上の点を総合し，本研究
は当初目的の 50％程度を達成できたと言
える。 
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