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研究成果の概要（和文）：一様双曲性(Axiom A + no cycle condition)を持つC1級微分同相写像の集合の閉包の補集合
にはホモクリニック分岐が稠密に存在するというC1 Palis 予想について, C2微分同相写像のリャプノフ指数が0を持つ
エルゴード測度をC1摂動によって消去できれば正しいことを証明した。２次元の場合には一様双曲性を持つC1級微分同
相写像が稠密に存在するというSmale予想が正しくなければ(必要なら逆写像をとれば)その補集合には残留集合上に無
限個の可観測沈点か無限個の病的な沈点が存在することを証明した。さらにある条件下でのC2微分同相写像に対する新
しいC1級閉補題を開発した。

研究成果の概要（英文）：On the C1 Palis Conjecture saying that in the complement of the closure of C1 
diffeomorphisms having the uniform hyperbolicity (Axiom A + no cycle condition) there exist a dense 
subset of those exhibiting homoclinic bifurcations, we prove that the conjecture is true if C2 ergodic 
measures with zero Lyapunov exponents are destroyed by C1 small perturbations. For the 2-dimensional 
case, if Smale Conjecture saying that uniformly hyperbolic diffeomorphisms are dense in C1 surface 
diffeomorphisms is not true, then (taking the inverse if necessary) in a residual subset of the 
complement of uniformly hyperbolic diffeomorphisms, there exist infinitely many sinks, which are either 
observable or pathological. Moreover, we developed a new C1 closing lemma for C2 diffeomorphisms under 
some condition.

研究分野： 力学系

キーワード： Palis予想　Smale予想
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１．研究開始当初の背景
J.  Palisは1980年代に閉多様体上の微分同相
写像に対し,  非遊走集合上で安定な力学系
(一様双曲的な力学系  )  の閉包の補集合には
２つのタイプの分岐現象が存在するという
ことを予想した。その１つはホモクリニ
ック接触から,  もう１つは異次元ヘテロク
リニック・サイクルから発生するホモクリ
ニック分岐であるが, 後者のタイプは３次元
以上でのみ存在する現象である。その
Palis予想は2000年頃  PujalsとSambarinoに
よって閉曲面上のC ^ 1級微分同相写像の場
合に肯定的に解決された。  つまり２次元の
場合は一様双曲的なものとホモクリニック
接触を持つものを合わせるとC^1位相に関
して全体で稠密になる。しかしながら３次
元以上では未だに未解決である。さらに
Smale予想と呼ばれる古典的な予想では閉
曲面上のC^1微分同相写像の空間におい  て
一様双曲的なものは稠密であるとする。つ 

まり C  ^ 1 位相の場合に限ると  P  u  j  a  l s

とSambarinoはPalis予想を解決したものの
S m a l e予想へはまだ多くの困難があると考え
られる。

２．研究の目的
Palis予想とSmale予想はともに微分同相写
像の空間において著しい特徴を持つ稠密部
分集合を決定する問題であるが,  微分同相
写像の空間における新しい生成的(gene r i c

な)性質を見出すことが解決へのステップ
である。実際,  生成的性質は可算無限回共
通部分をとっても稠密性が残るため, より多
くの生成的性質を重ね合わせることで目的
とする稠密部分集合に近づけることができ
る。本研究の目的は上記の予想を念頭に置
きながら, 新しい生成的性質を発見し, それ
を基礎としてこれらの予想の解決につなげ
ることであった。これらの予想は有名な
Palis-Smale構造安定性予想の延長線上にあ
るもので,  現在においても力学系研究の中心
問題の１つである。１９６０年代にSmaleが
構造安定性の特徴付けを目指していた中で

２次元のフローの場合と同じように多様体
上には稠密に安定な力学系が存在すると予
想したSmaleであったが,  高次元では次々に
反例が発見され２次元のC ^ 1級微分同相写
像の場合だけがSmale予想として生き残って
いる。一方で,  高次元についてSmaleの
「夢」が崩壊した中で, 安定な力学系の集合
の補集合を理解するためにはどのような現
象を手掛かりとするべきかを考え,  Palisが設
定したものがホモクリニック分岐であり, 具
体的にはホモクリック接触と異次元ヘテロ
クリニック・サイクルから発生する分岐で
あるとしたものがPalis予想である。このよ
うな歴史的経緯から見ても本研究課題の重
要性は明白である。

３．研究の方法
本研究課題の申請時に, 本研究代表者は微分
同相写像に関する新しい摂動定理および生
成的性質を得ていた。１つはM a n eのE r 

godic  Closing Lemmaを拡張したものであり, 

もう１つはやはり M a n e による C ^ 2 

Connecting  Lemma  の応用として得られた一
様双曲性を得るためのC ^ 2位相に関する生
成的性質である。この２つの新しい結果を
上記研究目的のC ^ 1位相に関する稠密性に
つなげることが基本的な方向性であった。
C^2位相に関する残留集合は  C^1位相に関し
て稠密であるという事実から,  C^2位相に関
する生成的性質を持つ微分同相写像からス
タートして,  C^1位相に関する摂動定理を適
用することができる。つまり, これまで知ら
れているものに加え上に述べた新しいもの
も合わせて,  ある条件の下でC^1級摂動によ
りホモクリニック分岐をもたらす現象をつ
くり出すことを考えた。もしそれがつくり
出せればホモクリニック分岐を示す微分同
相写像でC^1位相において近似できることに
なるので,  もとの微分同相写像の性質を仮
定から排除することができ,  最終的に一様
双曲性まで持っていくことが出来るかもし
れない。これは上に述べた新しい２つの結
果を有効に利用する方法でもあった。



４．研究成果
(1) ３で述べた方法によりC^1  位相に関す 

るPalis予想の解決に向けて,  新しいC^2
位相に関する新しい生成的性質を得
た。つまり閉多様体上の微分同相写像
の空間においてC^2  位相に関するある
残留集合が存在して,  その集合に含まれ
るC ^ 2級の微分同相写像に対してそれ
がホモクリニック接触を持つもの, また
は異次元ヘテロクリニック・サイクル
を持つものでC^1近似できないという条
件下で,  もしその微分同相写像がすべて
のエルゴード測度に対するリャプノフ
指数が０でなければ, それは 一様双曲的
であることを証明した (発表論文 [ 1 ]参
照)。つまり高次元C^1Palis予想を解決
するには,  C^2級の微分同相写像に対し
て,  リャプノフ指数０を持つものからの 

C^1摂動により,  ホモクリニック接触ま
たは異次元ヘテロクリニック・サイク
ルをつくればよいことが判明した。こ
れに関して,  より具体的に説明する。
一般的な戦略として以下のようなステ
ップが考えられる。(I)ホモクリニック
接触からC^1  位相で離れた微分同相写
像は優越分解を持つ ( 弱い形の双曲
性）。(II)微分同相写像が異次元ヘテロ
クリニック・サイクルからも離れてい
るとして,  より多くの情報を得る。(III)

リャプノフ指数０を除去するか,  または
リャプノフ指数０が存在しないことを証
明する。今回の結果はこの( I I I )に関わ
るものである。その新しさはC^1Palis予
想の障害としてC^2級微分同相写像に対
するリャプノフ指数０の存在を示した
ことにある。実際  C^1級微分同相写像
に対するリャプノフ指数０の存在はす
でによく知られている事  実である。と
ころがこの種の研究においてC ^ 1級と
C^2級の相違は巨大なもので,  閉曲面
上の微分同相写像を考えても大きな違

いが見られる。例えば S m a l e予想は
C ^ 1級微分同相写像に限定されたもの
で, C ^ 2微分同相写像については反例が
存在する。それはNewhouse領域と呼ば
れる領域でホモクリニック接触が稠密
に存在する開集合が一様双曲的なC ^ 2
微分同相写像の補集合に存在する。そ
の存在を導く性質が  C  ^ 2 級のもたら
すある種の剛性(bounded  distortion)であ
るが,  リャプノフ指数０の除去にその剛
性を使えることが,  今回の結果の優位性
である。さらにこの結果を２次元の場
合に適用すると,  閉曲面上のC^2級微分
同相写像の空間におけるあるC^2級残留
集合において次のようなdichotomyが得
られる。もしサドル型周期点の集合の
閉包上に優越分解が存在するならば,  そ
のC^2級微分同相写像は一様双曲的であ
るか,  もしそうでなければ,  あるエルゴ
ード測度に対するリャプノフ指数０を持
つようなクプカ・スメール微分同相写
像である。この結果は周期的沈点また
は周期的源点ではない極限点の閉包上
での優越分解の存在を仮定すると２次
元C ^ 1 P a l i s予想の証明で用いられた
Pujals-Sambarinoの結果から従う。この
優越分解の存在領域とサドル型周期点
の集合の閉包とを比較すると,  明らかに
後者に方が小さい (つまり条件が弱い )

が,  あるC^1級残留集合上で一致するこ
とはC^1  Closing  Lemmaの直接の結果で
ある一般稠密定理からわかる。しかし
ながら力学系理論全体において大きな
未解決課題であるC^2Closing  Lemmaが
知られていないため, C^2位相ではPujals-

Sambarinoの結果の拡張となる新しい結
果となっている。

(2) (1 )で述べたC^1摂動によるリャプノフ
指数０の除去は２次元の場合には無限
個の周期的沈点または周期的源点を
C^1  摂  動によりつくり出すことと関係
する。実際ManeはC^1 generic dichotomy 



として,  あ  るC^1  位相に関する残留集
合上で一様双曲的かそうでなければ無
限個の周期的沈点または周期的源点が
存在するという定理を証明している。
つまりSmale予想を解決するには,この無
限個の周期的沈点または周期的源点が
存在する領域 ( これは ( 1 ) で述べた
Newhouse領域内の残留集合である)が実
は存在しないことを示せばよい。言い
方をかえるとNewhouse領域が存在しな
いことを示せばよい。本研究代表者は
Palis予想の研究の副産物としてMane  の
C^1 generic dichotomy をさらに精密な形
で提示できることを示した。より詳し 

く言うと,  必要ならば逆写像を考えるこ
とにより無限個の周期的沈点が存在す
ると仮定したとき,  その周期的沈点は数
値解析的な観点から可観測なものか,  あ
るいはそうでなければ対照的に病的な
ものであることを示した。この結果を
現在投稿中の論文にまとめた。

(3)  (1)で述べたように,  リャプノフ指数０を
持 つC^2  級の微分同相写像からスター
トしてC^1級の摂動定理を適用する利点
はC^2級ならばPes in理論等の構造定理
が使えることにある。一方で一度でも
C^1Closing Lemma等のC^1摂動定理を適
用するとC^2級の微分可能性が失われる
という不利な点がある。それでも本研
究代表者が開発した「拡張された
Ergodic  Closing  Lemma」を適用すると, 

全体としてのC ^ 2級微分可能性は失われ
るが,  比較的小さな摂動領域において, 
与えられたエルゴード測度に関して大き
な可測集合上で閉軌道をつくることが
できる。これを用いて部分的双曲性を
持ち,  さらにPesin理論で前提とされた非
一様双曲性が部分的双曲分解の両端に
ある部分接束上で存在すれば,  Pesin理論
の局所安定・不安定多様体に対応する 
局所強安定・不安定多様体を持つ周期
軌道が  C  ^ 1 摂動により得られること

がわかった。この仮定は(1)でのC^2リ
ャプノフ指数０の除去のステップにお
いて自然に現れる状況であるため,  今後
の研究への活用が期待できる。それを
まとめた論文が発表論文[2]である。
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