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研究成果の概要（和文）：点渦系の平衡平均場を与える汎関数のグラフの構造を、点渦系のハミルトニアンと関連づけ
て考察した。主たる成果は、平均場の爆発列と爆発極限に現れる定常点渦系（ハミルトニアンの臨界点）が与えられた
とき、その定常点渦系のモース指数を用いて、爆発に十分近づいた平均場（汎関数の臨界点）のモース指数を評価する
不等式を与えたことである。考察した平均場は、通常の自由エネルギー汎関数を簡略化した汎関数から得られるもの（
ゲルファント問題の解）だが、平均場が１点爆発する場合を示した既知の結果を拡張し、多点爆発する一般の場合につ
いて結論を得た。関連して、ゲルファント問題の線形化固有値の一部について、精密な挙動を与えた。

研究成果の概要（英文）：I studied the structure of the graph of the functional for mean fields of 
equilibrium vortices in terms of the Hamiltonian of vortices. A mean field is a critical point of a 
functional and steady vortices form a critical point of a function (Hamiltonian). The main result is to 
determine the inequalities that estimate the Morse index of the mean field, which is sufficiently close 
to blow-up, in terms of the Morse index of the steady vortices, when a blow-up sequence of mean fields 
and the steady vortices in its blow-up limit are given. The mean fields that I consider are solutions of 
the Gel’fand problem, which comes from the functional that is rather simplified one from the usual free 
energy functional for mean fields. Our conclusion, however, generalize the known result that treats one 
point blow-up cases only to general many points blow-up cases. I also give some fine behaviors of 
linearized eigenvalues of Gel’fand problem.

研究分野：変分問題

キーワード： 関数方程式論　変分法　点渦　渦点　平均場　数理物理
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１．研究開始当初の背景 
(1)点渦系の問題点： 
2 次元完全流体の運動は渦度場で記述され
ることが知られている。しかしより具体的な
流体の運動を記述するために、渦度が数個の
点に集中している（すなわち、渦度場がデル
タ関数の和で表される）場合を考え、その点
の時間発展を考察することがなされている。
これが「点渦系」である。しかし、点渦が与
える渦度場のエネルギーは無限大であり、点
渦が定める渦度場は、完全流体の基礎方程式
であるオイラー方程式を、弱い意味でも満た
さない。「点渦とはオイラー方程式の何なの
か」、このことの理解を目標として研究に取
り組んできた。 
(2)点渦系の平衡平均場とその極限： 
このような点渦系に対し、近年統計力学を
用いた考察がなされている。具体的には、点
渦系の平衡状態というものを定め、平衡状態
にある点渦系に対し、点渦の数を限りなく大
きくした極限において、点渦系が定める「離
散的な渦度場」が「連続的な渦度場」に収束
することが示されている（Caglioti et 
al.(1992,CMP)など）。この連続的な渦度場が、
点渦系の平衡「平均場」と呼ばれるものであ
り、オイラー方程式の定常解を与えることが
知られている。平均場が満たすべき方程式は
「平均場方程式」と呼ばれるが、数学的には
指数関数型非線形項を持つ半線形楕円型方
程式であり、多くの由来を持ち深く研究され
ている。特に、解の列で非有界なもの（爆発
列）の挙動が詳しく調べられている。具体的
には、爆発点（関数の値が無限大に近づく点）
が有限個の点になること、そして、それらの
点が点渦系の停留点になることが示されて
いる(Nagasaki-Suzuki,Asympt.Anal.,1990)。
すなわち、平衡平均場の爆発極限では、必ず
定常点渦系が爆発点として現れる。 
(3)エネルギー臨界点の対応： 
平均場は自由エネルギー汎関数の臨界点
であり、点渦系の停留点は、点渦系のハミル
トニアンと呼ばれる関数の臨界点として与
えられる。この観点で上記爆発列の挙動を述
べれば、自由エネルギー汎関数の臨界点の爆
発極限には、必ず点渦系のハミルトニアンの
臨界点が爆発点として現れる、となる。この
臨界点の対応には、更に深い関連があること
を期待するのは自然であろう。例えば、自由
エネルギー汎関数の臨界点（平均場）の爆発
列の爆発極限に現れるハミルトニアンの臨
界点（定常点渦系）が非退化なら、爆発に十
分近づいた自由エネルギーの臨界点も非退
化であること（漸近的非退化性）、或いはそ
れを精密化した、ハミルトニアンの臨界点の
モース指数を用いて爆発に十分近づいた自
由エネルギー汎関数の臨界点のモース指数
を評価することなど、汎関数と関数の、それ
ぞれの臨界点の周りのグラフの形状に関す
る対応が期待される。この対応が分かること
により、それぞれの臨界点の近傍にある、非

定常な渦度場の時間発展と、非定常な点渦系
の時間発展との対応が期待され、点渦系とは
何か、という問の答えにつながると考えてい
る。 
(4)研究開始直前の状況： 
この臨界点の周りのグラフの形状の対応
について、研究開始直前に進展が報告された
(Gladiali-Grossi(漸近的非退化性,Commun. 
PDE,2004; モース指数の評価 ,AIHP-AN, 
2009)。これらは、平均場方程式を簡略化し
た、2 次元におけるゲルファント問題と呼ば
れる非線型固有値問題において示されたも
のであり、爆発点が 1点となる解の列に対す
るものであった。これを一般の多点爆発の場
合や平均場方程式の場合に拡張することを
本研究の目的の中心に据え、研究の構想を立
てた。 
 
２．研究の目的 
「平衡点渦系の平均場は点渦系の何を表現
し得るのか」、これを明らかにすることを目
標に、平衡点渦系の平均場の空間的構造、並
びに、平均場を与える自由エネルギー汎関数
の、無限次元空間におけるグラフの構造を解
析する。特にこれらの構造を、有限次元系で
ある点渦系のハミルトニアンと関連づけて
解明することが目的である。具体的には、平
均場の自由エネルギー汎関数の変分構造（臨
界点の非退化性・モース指数など）が、適切
な状況のもと、点渦系のハミルトニアンの幾
何学的構造と等価なものである、という予想
を検証する。これを基に、点渦の運動をその
平均場の自由エネルギー汎関数の観点から
見直し，点渦系の新た特徴付けを探る。また
これらから得られた知見を、類似の非線形偏
微分方程式に適用し、手法の確立を目指す。
以上が、本研究の当初の目的であった。 
 
３．研究の方法 
(1)研究の中心は、当初計画通り、Gladiali- 
Grossi による、１点爆発する平均場（但し、
簡略化したゲルファント問題の解）の漸近的
非退化性（Commun. PDE,2004)の、多点爆発
する場合への拡張であった。Grossi 氏、鈴木
貴氏による協力が得られ、比較的速やかにこ
れは達成できた。多点爆発の議論を１点爆発
の場合に帰着する「局所化」について、鈴木
氏から留数定理の証明に類する考察の必要
性を指摘され、それを元に議論を展開し、共
同研究として結果を得ることができた。 
(2)引き続き、Gladiali-Grossi によるモース
指数の評価（AIHP-AN,2009)の多点爆発する
場合への拡張に取り組んだが、既存の議論だ
けでは困難があり、線形化作用素の固有関数
の精密な挙動を得る必要があった。これを得
る過程で、レーリッヒ-ポッホザイエフ等式
の有用な活用法を見出し、多点爆発する場合
の漸近的非退化性を示す議論も大幅に整理
された。Gladiali 氏による協力も加わり、最
終的に、漸近的非退化性の精密化として、モ



ース指数の評価についても、多点爆発する場
合まで結論を拡張することができた（雑誌論
文③）。 
(3)当初は、一般の平均場方程式、類似の非
線型偏微分方程式についても、類似の現象の
考察を進める計画であったが、上記モース指
数の評価を得るのに時間を要したこと、また
その間、Gladiali 氏、Grossi 氏、鈴木貴氏
との良好な共同研究が継続していたことも
あり、残念ながら、多くを考察することはで
きなかった。しかし、得られた考察を元に、
類似の構造の方程式を扱う、４次元の重調和
作用素に関するゲルファント問題について、
部分的ではあるが、漸近的非退化性を得るこ
とができた（雑誌論文①）。これは、重調和
作用素についての知見をもつ高橋太氏との
共同研究として進めた。また、同様に計画し
ていた非定常問題や数値解析については、そ
れらを専門とする物理学者である八柳祐一
氏と研究集会を度々企画して、氏の共同研究
者を含めて交流を深め現状の把握に努めた
が、残念ながら研究成果を上げるには至らな
かった。 
(4)一方、見出したレーリッヒ-ポッホザイエ
フ等式の活用法を用い、様々な積分量を正確
に求めることで、モース指数を評価するため
の線形化作用素の固有値の挙動を、予期せぬ
ほど精密に表すことができた（雑誌論文②）。 
 
４．研究成果 
(1)主な設定： 
2 次元ゲルファント問題の多点（m 点）爆発
解列が与えられているとする。このとき、そ
の極限に現れる爆発点は、点渦系のハミルト
ニアンの臨界点を与えることは知られてい
る(Nagasaki-Suzuki(Asympt.Anal.,1990)。
ゲルファント問題は自由エネルギー汎関数
を簡略化した汎関数から導かれるが、ゲルフ
ァント問題の解を導く汎関数も、簡単のため、
ここでは自由エネルギー汎関数と呼ぶこと
にする。 
(2)主な成果： 
(1)の状況を仮定するとき以下を得た。 
①爆発点がハミルトニアンの臨界点として
非退化なら、爆発に十分近づいたゲルファン
ト問題の解も、自由エネルギー汎関数の非退
化臨界点である（漸近的非退化性）。 
②爆発点(ハミルトニアンの臨界点)のモー
ス指数（MV）を用いて、爆発に十分近づいた
ゲルファント問題の解（自由エネルギー汎関
数の臨界点）のモース指数(MM)を上下から評
価する不等式を与えた。これは、爆発点が非
退化臨界点の場合、漸近的非退化性を与え、
「(MG)=3m-(MV)」という等式を導く（雑誌論
文③）。 
③爆発点が m点の場合、ハミルトニアンは 2m
変数の関数になる。このことから、爆発点の
モース指数(MV)は、0以上 2m 以下の整数であ
る。よって、(MG)は（MV）と、少なくとも m
のずれがある。これは、ゲルファント問題の

線形化固有値に、漸近的に 0に近づくものが
あることから導かれる。この線形化固有値の
0 に近づく挙動を与える、爆発点の位置から
定まる行列を見出した。（雑誌論文②）。 
(3)主な成果の国内外における位置づけとイ
ンパクト： 
(2)①②で述べた、漸近的非退化性、モー
ス指数の評価、共に、類似の方程式、類似の
解の爆発問題においても考察されているが、
その多くは１点爆発の場合である。これは、
解析手法を爆発点の近傍に帰着する「局所
化」が実現されていないことによると考えら
れる。本研究は、解析の局所化を主眼として
進めたものであり、①よりも②の方が、解析
手法も深化している。更にその手法を深化さ
せて、③の成果も得られた。 
現在これらの手法を応用し、４次元の重調
和作用素に関するゲルファント問題に解析
手法を適用し、部分的な結果を得た（雑誌論
文①）。残念ながら４次元特有の構造により、
２次元のゲルファント問題では問題になら
なかった箇所で議論が進められず、現時点で
は部分的な結論に留まる。しかし、見出した
レーリッヒ-ポッホザイエフ等式を用いて、
まだ議論の余地があると考えている。 
(2)③で得られたことは、現時点では類似
の結果は知られていないと考えている。特に、
1(2)で述べた点渦系のハミルトニアンと平
均場を与える汎関数の関連は、4(2)①②の結
果に至るまで深く存在していると考えてい
たが、線形化固有値の 0に近づく挙動を与え
る行列とハミルトニアンとの関係は、現在の
所正確に述べるには至っていない。 
このように、平均場の爆発挙動の理解が進
み、ハミルトニアンとの関係について新たな
局面にたどり着いたことは、インパクトがあ
ると考えている。 
(4)今後の展望： 
 本研究を通して、点渦系の平衡状態を記述
する平均場の理解が深化したが、たどり着い
た所は未開の領域であると考えている。当初
の計画で考察を検討していた非定常状態に
進む以前に、まず (2)③で述べた成果の理解
を深め、定常状態の正確な理解を進める必要
を感じている。実際、新たに見出したレーリ
ッヒ-ポッホザイエフ等式の活用方法が適用
できる事例が多数残されており、普遍的な立
場でその価値を見極めることができる可能
性を感じる。 
以上、本研究を通して、残念ながら当初の
計画の実現が叶わなかったところもあるが、
著しく深化できた方向もあり、大きな成果が
上がったと考えている。これを元に、研究の
再構築を検討したい。 
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