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研究成果の概要（和文）：3次元Euclid空間内のn-noidについて、種数が1の場合に、ほとんど例の知られていなかった
、Gauss写像の極とendの完全代表系の総和が一致するクラスにおいて、存在条件の定式化を行うと共に、新しい例を具
体的に構成した。また、種数が0の場合に、endの個数が4または4より大きくかつある種の対称性を持つと言う条件下で
、indexとnullityを決定し、fluxとの関連性につき結果を得た。さらに、これまで3以上の奇数個の平面型のendのみを
持つ例しか知られていなかった、射影平面上のn-noidについて、4以上の偶数個のcatenoid型のendのみを持つ例の1パ
ラメーター族を構成した。

研究成果の概要（英文）：We formulated the condition for the existence of n-noids of genus 1 in the 
Euclidian 3-space whose complete system of representatives of poles of Gauss map and that of ends 
coincide with each other. Moreover, we constructed new examples of such n-noids. We also decided the 
indices and nullities of n-noids of genes 0 under the condition that n is 4, or n is greater than 4 and 
the n-noid is symmetric in a sense. Moreover, we got a result on the relation between flux and nullity of 
n-noids.　We also constructed a 1-parameter family of n-noids defined on punctured projective planes 
under the condition that n is an even number greater than or equal to 4, and that all of the ends of the 
surface is catenoidal type. It should be remarked here that only known examples of n-noids defined on 
punctured projective planes have odd number of planer ends.

研究分野：微分幾何学

キーワード： 多様体上の解析　極小曲面
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１．研究開始当初の背景 
 
  3 次元 Euclid 空間内の埋め込まれた 
end のみを持つ有限全曲率完備極小曲面、い
わゆる n-noid について、研究代表者は、か
つて、梅原雅顕氏並びに山田光太郎氏との共
同研究において、指定された flux  dara を
実現する種数 0 の n-noid の存在条件を、
代数方程式の形で定式化し、これを用いて、 
generic な flux data に対して、それを実
現する種数 0 の n-noid が存在することを
証明し（引用文献⑤⑥）、続く野村健二氏と
の共同研究において、 n-noid の合同変換に
関する不変量である各 end の flux vector 
の weight を、各 end 対に分解した相対 
weight なる新たな不変量を導入することに
より、種数 0 の n-noid の様々な崩壊現象
について分析を行った（引用文献③④）。 
また、今出水泰志氏との共同研究では、 3 
次元 Lorenz 空間内の極大曲面について、対
応する定式化や存在定理を与えた（引用文献
②）。 
 さらに、室谷文祥氏との共同研究において、
種数 0 における諸事実の一般種数への拡張
の第一歩として、種数 1 における分析を開
始し、まず、種数 1 の n-noid を、 Gauss 写
像の極と end の完全代表系の総和が一致す
るか否かにより二つのクラスに分類、既知の
例のほとんど全てを含む不一致のクラスに
ついて、楕円関数を用いた存在条件の定式化
を行った（論文③）。 
 本研究は、これらの研究を引き継ぐものと
して、開始された。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究においては、上記の研究に引き続き、
以下のことを企図した。 
 
(1) 種数 0 の n-noid の moduli の構造に
ついて、 flux data 並びに相対 weight を
用いたさらなる分析を行う。 
 
(2) 種数 1 の n-noid の内、これまでほと
んど例が知られていなかった Gauss 写像の
極と end の完全代表系の総和が一致するク
ラスについて、存在条件の定式化を行うと共
に、新たな例の構成を試みる。 
 
(3) 一般種数の n-noid について、種数 0 
並びに 1 で明らかになった諸事実を検証す
る。 
 
(4)  3 次元 Lorenz 空間の極大曲面につい
て、独自の現象を抜き出し、分析を行う。 
 
(5) 極小曲面と関連の深い幾何学的変分問
題への応用や一般化も試みる。 
 
３．研究の方法 

 
上記の各目的について、下記の点に着目し
て、研究を進めた。 
 
(1) 種数 0 の n-noid について、既に分析
した崩壊現象とは別の崩壊もしくは退化に
ついても、相対 weight を用いた記述が期待
される。また、特色のあるクラスに注目して、 
より詳しい情報を引き出すことも考える。 
 
(2) 種数 1 の n-noid の内、完全代表系の
総和が一致しないクラスにおいては、 theta 
関数に類似した関数を用いた定式化が有効
であったが、一致するクラスにおいては、 P 
関数並びに zeta 関数を用いた定式化が有
効となる。 
 
(3) 種数 0 及び 1 で実行した定式化を一
般種数で行うことには困難を伴うが、一般に 
flux 写像は定義可能であるので、これを用
いる。 
 
(4) 極小曲面においては、埋め込まれた end 
であるためには、 Weierstrass data の 
1-form の極の位数が 2 でなければならな
いが、極大曲面においては、 null な flux 
の場合に限り、位数 1 も可能であり、ここ
に独自の現象が観測される。 
 
(5) n-noid の中でも特に flat-ended なも
のは、 Willmore 曲面との関連から、以前よ
り研究が行われている。 flux との関わりに
重点をおき、これらの先行結果を解釈し直す
ことから始める。 
 
それぞれの課題において、各研究分担者、
連携研究者が、必要に応じて、それぞれの専
門に関連する問題点について、その検討に協
力した。 
 
４．研究成果 
 
上記の各目的について、下記の成果を得た。 
 
(1) 種数 0 の場合については、大きく分け
て、次の 3 つの結果を得た。 
 
① 種数 0 の n-noid について、分岐条件を、
相対 weight を用いて完全に記述した（発表
⑧⑩、論文は現在投稿準備中）。 
 
② 極小曲面 の安定性を計る指標である 
index と  nullity につき、 generic な 
n-noid については、江尻典雄氏と小谷元子
氏、納谷信氏、Montiel-Ros らによる先行結
果により、既に精確な値が知られていたが、 
本研究においては、 end の個数 n が 4 で
あるか、または n が 4 より大きくかつある
種の対称性を持つ場合において、 generic 
でない n-noid についても、 Gauss 写像と



なる各有理関数に対して、  index と 
nullity の値を決定した。 
また具体的にどのような曲面がそれに対
応するのかについても、非自明な例を新たに
与えた。例えば、 4-noid では、その共形類
を決定する 4 次方程式が 4 重解を持つ場
合や、また任意の偶数 n に対し、正 n 角反
柱の対称性を持つ flux data を、同じ対称
性で実現する n-noid の 1 パラメーター族
において、 flux data が停留する瞬間が、
これに相当する。特別な場合では、正四面体
の対称性を持つ 4-noid は、非自明な 
nullity を持つが、正八面体の対称性を持つ 
6-noid は、非自明な nullity を持たない。 
また、 4-noid については、非自明な 
nullity を持つための必要十分条件を、相対 
weight を用いて完全に記述した（論文①、
発表①③⑦）。 
 n が 4 より大きい一般の場合において
も、非自明な nullity と相対 weight の間
に、何らかの関係性が見出されることが、今
後期待される。 
 
③ また、これまで 3 以上の奇数個の平面型
の end のみを持つ Kusner の例しか知られ
ていなかった、射影平面上の n-noid （その
二重被覆が種数 0 となっている）について、 
平面型 1 個の他は全て catenoid 型の end 
を持つ例を、 end の個数 n が 4 以上の偶
数である場合について構成し、さらに、1 個
の end の退化を許せば、この 2 例を結ぶ、 
 4 以上の偶数個の catenoid 型の end の
みを持つ例の 1 パラメーター族を構成した。 
 Kusner の例と今回得られた新しい例を併
せると、 Chern-Osserman の不等式において
等号が成立するような、向き付け不可能な極
小曲面が、 end の個数 n が 3 以上の場合、 
いつでも存在することが明らかになったこ
とになる。これらの例はいずれも、奇数位数 
n-1 の巡回群の作用で不変となっているが、 
同じ対称性と end の個数を仮定した場合、 
奇数位数では面対称なものを同一視すれば、
これらの族に限ること、また偶数位数の例は
存在しないことも同時に示した（発表②⑥、
論文は現在投稿準備中）。 
奇数個の catenoid 型の end のみを持つ
例の存在、並びに、偶数個の平面型の end の
みを持つ例の存在については、依然未解決で
あるが、今回の結果は、仮にそれらの例が存
在するとすれば、対称性が低いもしくは無い
ことを示唆しており、極小曲面の存在に関す
る新たな障害として、興味深いと思われる。 
 
(2) 種数 1 の n-noid の内、これまでほと
んど例が知られていなかった Gauss 写像の
極と end の完全代表系の総和が一致するク
ラスについて、存在条件の定式化を行うと共
に、新たな例を構成した（論文②、発表⑨）。 
このクラスにおいては、不変量としての相
対 weight の導入には今の処成功していな

いが、或はその不可能性が証明されれば、二
つのクラスの本質的な違いが、不変量の存在
非存在によって特徴づけられることになり、
興味深いと思われる。 
 
(3) (1) において、非自明な nullity を持
つと言う現象が、 flux 写像の臨界点におい
て常に観測されると言う事実が、種数に関わ
りなく成立することを示した（論文①、発表
①③⑦）。 
ここで扱った flux は、あくまで end の 
flux であるが、これに 1 次 homology 群の
生成元となる loop に関する flux も併せ
て考えることにより、 nullity のより精確
な評価が、今後期待される。 
 
(4) Weierstrass data の 1-form の極の位
数が全て 1 である極大曲面について、指定
された flux data を実現する曲面の存在条
件を、代数方程式の形で定式化した。 
この研究は、現在も引き続き進行中である。 
 
(5) n-noid の中でも Willmore 曲面との関
連の深い flat-ended な曲面の存在・非存在
条件について、 flux を用いた説明を与えた
（発表⑤、引用文献①）。 
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