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研究成果の概要（和文）： 複素平面上で有理型函数を解に持つ函数方程式の研究を行った。 
差分 Riccati 方程式と線形 2 階同次差分方程式との関係を明確にし, 差分方程式の有理型函数

解の存在定理, 解の増大度などを調べた。また，函数方程式を取り扱う道具として，位数の小

さい有理型函数の性質を調べた。Valiron-Mokhon’ko の定理を超越整函数への拡張し , 
Schröder 方程式に応用した。線形 q-差分方程式の解の存在を判定するために, テーラー展開の

係数と対数位数の関係について考察した。 
 
研究成果の概要（英文）： We are concerned with meromorphic solutions of some functional 
equations in the complex plane. We obtained a relation between difference Riccati 
equations and linear difference equations of second order, and also investigated the 
existence of meromorphic solutions to some functional equations and the order of growth of 
meromorphic solutions. Further, we considered the properties of meromorphic functions of 
small order. The general form of the Valiron-Mokhon’ko theorem is established. We applied 
this result to Schröder type functional equations. The relation between the coefficients of 
an entire function and the order of growth is obtained in order to investigate the existence 
of entire solution of linear q-difference equations. 
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１． 研究開始当初の背景 
これまでの研究を続ける形で, 複素平面上で
有理型函数を解に持つ函数方程式の研究を
発展させる計画を立てた。特に , 方程式
(∗) 𝑓�𝐺(𝑧)� = 𝐻(𝑓(𝑧))に代表されるように
合成を含む函数方程式は, 値分布論的にも複

素力学系的にも興味のある対象であった。そ
して，現在も未解決の部分が多く残され重要
な研究対象である。 
存在定理については，𝐺, 𝐻の条件によっては
局所解の存在が示させる場合がある。更に具
体例として, 大域解の存在まで示させる場合
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があるが, 一般論は完結していない。当初は, 
函数方程式(∗)についての解の存在定理から
始めることを考えていた。Goldstein によれ
ば, 𝐺, 𝐻 が多項式の場合に, (∗)は超越的有
理型解を持たないことである。一方, 𝐻が有
理函数の場合は超越的有理型解を持つ場合
があるということであった。これは , 
Nevanlinna 理論の研究の一翼である超越的
有理型函数の合成分解の研究から構成でき
ることを意味していた。 
研究課題として，対象を有理函数から超越整
函数に置き換えた場合の考察は自然な流れ
と考えられた。 
有理型函数論の性質のひとつとして評価式
に除外集合を含むものが多いことがある。反
復合成が方程式 (∗)を取り扱う手段として有
効なことは前述のように明白な事実である
が, 微分方程式の解を評価する場合と異なり, 
除外集合を無視することができない。そこで, 
どの様な条件の下に除外集合を除去できる
のか有理型函数論の基本に戻って精密化す
る必要があった。更に, 𝐺の特別な場合の考察
としての 差分𝛥𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧 + 1) − 𝑓(𝑧)や q-
差分Δq𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑞𝑧) − 𝑓(𝑧)に対応する形で，
近年条件付きではあるが一般化がなされた
Nevanlinna 理論も平行して研究するべきと
いう背景があった。 
 
２．研究の目的 
本研究課題の申請時における当初の研究目
的は , 有理型函数論 , 特に Nevanlinna 理
論・Wiman-Valiron 理論を応用して, 半共役
を与える函数方程式(∗)や複素平面上での微
分方程式の未解決問題を考えること，有理型
函数論に特有の評価式に付帯する除外集合
を函数方程式の性質からどの程度除去でき
るかを調べることを目的にした。更に，その
応用によって函数方程式の有理型解の振る
舞いや, その基本性質と函数の反復による力
学系（複素力学系）との関係を調べることで
あった。当初, 具体的に挙げた項目の中から
いくつかを述べておく。 
 
(1)方程式𝑓�𝐺(𝑧)� = 𝐻(𝑓(𝑧))に代表されるよ
うに合成を含む函数方程式については , 
Nevanlinna 理 論 に お け る
Valiron-Mokhon'ko の定理の一般化がもとめ
られる。整函数論の Wiman-Valiron 理論を
よりどころにするが, ここでは除外集合を考
えなければならない。方程式の特徴などから，
除外集合除去可能条件を見いだすことが課
題である。 
 
(2)Nevanlinna 理論は近年 , 差分𝛥𝑓(𝑧) =
𝑓(𝑧 + 1) − 𝑓(𝑧)や q-差分Δq𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑞𝑧) −
𝑓(𝑧)に対応する形で一般化がなされ, それぞ
れ差分方程式や q-差分方程式への応用がさ

れている。合成を含む函数方程式に対応する
ため , 𝜏(𝑧)を多項式や超越整函数として
Δτ𝑓(𝑧) = 𝑓(𝜏(𝑧)) − 𝑓(𝑧) を 考 え て ,  
Nevanlinna 理論の拡張にも取り組みたい。 
 
３．研究の方法 
本研究課題に対し, 実際に取り組んだ時の

研究方法について纏めることにする。 
 
(1)複素差分方程式を取り扱うにあたり, 複
素微分方程式と対応させながら理論を構成
していくことを考える。当然ながら, 複素微
分方程式で使用可能な評価式に対応する差
分版の評価式を導いていく必要もある。

Nevanlinna理論やWiman-Valiron理論が複
素微分方程式の研究に重要な役割を果たし
てきたことは言うまでも無い。中核となる問
題意識は, 非線形の部分は Riccati 方程式

 𝑤′(𝑧) + 𝑤(𝑧)2 + 𝐴(𝑧) = 0 に, 線形の部分は
2 階線形方程式 𝑢′′ + 𝐴(𝑧)𝑢 = 0 に凝縮され
ている。近年の対数微分の補題の差分類似に
関する評価式から, 差分作用素についての値
分布理論が急速に進歩した。現実には, 高階
の非線形差分方程式や一般的な差分多項式
についての値分布や一意性の問題などを取
り扱っている論文も数多く発表されている。
ここでは，2 つの基本的な方程式を中心に議
論を進めることにした。ひとつは差分 Riccati

方程式 

∆𝑓(𝑧) +
𝑓(𝑧)2 + 𝐴(𝑧)
𝑓(𝑧)− 1

= 0        (E1) 

であり, もうひとつは 2 階線形差分方程式 
∆2𝑦(𝑧) + 𝐴(𝑧)𝑦(𝑧) = 0              (E2) 

である。研究目的のひとつ, 𝛥𝑦(𝑧)/𝑦(𝑧) を評
価することに関連して, 𝑓(𝑧) = −𝛥𝑦(𝑧)/𝑦(𝑧)
は, (E1)と(E2)の間を行き来する路となる。
𝑦(𝑧)が有理型ならば 𝑓(𝑧) =  𝛥𝑦(𝑧)/𝑦(𝑧)もま
た有理型なのは明らかだが, 差分の場合はこ
の逆も成立する。この性質は, 微分方程式の
場合と異なり, 解の構成に有効である。 
 
(2) 多項式係数線形 q-差分方程式の整函数解
 𝑓(𝑧) の増大は 

log 𝑀(𝑟, 𝑓) = 𝐾 (log 𝑟)2(1 + 𝑜(1)) 
と表されて, 𝐾は係数多項式の次数で決定さ
れる。整函数としての位数は零であるが, 対
数位数を整函数の冪級数展開から表現する
方法を精密化して解の存在（非存在）証明に
応用する方向で研究を進める。 
 
４．研究成果 
本研究期間に得られた結果について,[3. 研
究の方法] に挙げた順に報告する。 
 
(1)先ず, 差分 Riccati 方程式(E1)についての
命題を紹介する。 



 
命題 差分 Riccati 方程式 (E1) が相異なる
有理型函数解 𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧), 𝑓3(𝑧) を持てば, 
任意の (E1) の有理型函数解 𝑓(𝑧) は周期函
数と𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧), 𝑓3(𝑧)で表現される。 
 
次の命題は, 微分 Riccati 方程式とは異なる
差分 Riccati 方程式特有の性質である。 
 
命題 差分 Riccati 方程式 (E1) が相異なる
有理型函数解  𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧)を持てば, 𝑓1(𝑧), 
𝑓2(𝑧)と異なる有理型函数解 𝑓3(𝑧)が存在する。 
 
次に, 2 階線形差分方程式 (E2) についての
命題を紹介する。有理型函数  𝑦1(𝑧), 𝑦2(𝑧), 
は2階線形差分方程式 (E2) の解とし, 𝑄1(𝑧), 
𝑄2(𝑧) は周期 1 の周期函数とする。線形結合  
𝑄1(𝑧)𝑦1(𝑧) + 𝑄2(𝑧)𝑦2(𝑧) , は  (E2) を満たす
ことから, (E2) の有理型函数解は周期 1 の周
期函数上のベクトル空間とみなすことがで
きる。そこで, ある周期 1 の周期函数 𝑄1(𝑧), 
𝑄2(𝑧)があって  𝑄1(𝑧)𝑦1(𝑧) + 𝑄2(𝑧)𝑦2(𝑧) = 0
を満たす時に 𝑦1(𝑧), 𝑦2(𝑧) は 1 次従属とい
い, そうでない場合に 1 次独立という。函数  
𝑓(𝑧), 𝑔(𝑧) に対して Casoratian を 
 

𝐶(𝑧) = 𝐶(𝑓,𝑔; 𝑧) = �
𝑓(𝑧) 𝑔(𝑧)
∆𝑓(𝑧) ∆𝑔(𝑧)�        

で定義する。函数  𝑓(𝑧), 𝑔(𝑧) が一次独立で
あることと同値な条件は, 𝐶(𝑓,𝑔; 𝑧) ≠ 0であ
る。 
 
命題 函数 y1(𝑧), 𝑦2(𝑧) は 2階線形差分方程
式 (E2) の有理型函数解とする。このとき, 
Casoratian 𝐶(𝑓,𝑔; 𝑧)は次の 1 階線形差分方
程式を満たす。 

∆𝐶(𝑓,𝑔; 𝑧) = 𝐴(𝑧)𝐶(𝑓,𝑔; 𝑧)          (E3) 
   
 
命題 (i) 有理型函数  y1(𝑧), 𝑦2(𝑧) は 1 次独
立な 2 階線形差分方程式 (E2) の解とする。
函数  y1(𝑧), y2(𝑧) が  y2(𝑧) = 𝑔(𝑧)𝑦1(𝑧) と
表せるならば 𝑔(𝑧)は次の差分方程式を満た
す。 

∆𝑔(𝑧) =
𝐶(𝑓,𝑔; 𝑧)

𝑦1(𝑧)𝑦1(𝑧 + 1)
        (E4)  

 
(ii) 有理型函数  y1(𝑧) は 2 階線形差分方程
式  (E2) の解とし ,𝐶(𝑧)は差分方程式  (E3) 
の有理型函数解とする。このとき, 函数 𝑔(𝑧) 
が (E4) を満たすならば,  y2(𝑧) = 𝑔(𝑧)𝑦1(𝑧) 
は (E2) の有理型函数解になる。 
 
差分 Riccati 方程式(1)および 2 階線形差分方
程式(2)の超越的有理型函数解の増大度と値

分布についての結果を述べることにする。複
素微分方程式論においては, 多くの興味ある
問題は, 存在する有理型函数の増大度の上限
を調べることを問題意識においた。しかしな
がら, 複素差分方程式においては, 解の増大
度は係数としてあらわれる周期 1 の周期函数
によって任意に大きくできるため, 存在する
超越的有理型函数の増大度の小さなものを
研究対象におくことが多い。 
 
定理 差分 Riccati 方程式  (1) において 
𝐴(𝑧) は有理函数とする。また, (1) が有理函
数解 𝑎(𝑧) を持つと仮定する。このとき, (1)
は位数 1/2 より小さな超越的有理型函数解
を持つことは無い。 
 
定理 2 階線形差分方程式  (2) において 
𝐴(𝑧)は有理函数とする。このとき, (2) は位数 
1/2 より小さな超越的有理型函数解を持つこ
とは無い。更に, (2) が有理函数解を持てば位
数 1 より小さな超越的有理型函数解を持つ
ことは無い。 
 
差分 Riccati 方程式(E1)の超越的有理型函数
解と有理函数解の関係について述べておく。 
先ず, 比較のため微分の場合を確認しておく。
（微分）Riccati 方程式が超越的有理型函数解 
𝑤(𝑧)を持つとする。有理函数 𝛼(𝑧) が（微分）
Riccati 方程式の解でないならば , 𝑤(𝑧) −
𝛼(𝑧)  は無限個の零点を持つ。差分 Riccati
方程式(E1)が超越的有理型函数解 𝑓(𝑧) を持
つとし, 𝑎(𝑧) は有理函数とする。微分方程式
の場合と同様に 𝑎(𝑧) が(E1)の解で無いなら
ば 𝑓(𝑧) − 𝑎(𝑧) は無限個の零点を持つ。 
（微分）Riccati 方程式が超越的有理型函数解
 𝑤(𝑧)を持つとし, 有理函数 𝛼(𝑧) が（微分）
Riccati 方程式の解であるとする。このとき, 
𝑤(𝑧) − 𝛼(𝑧) の零点は有限個であることが知
られている。しかしながら, 差分の場合はこ
の性質は必ずしも成り立たない。即ち, (E1)
が有理函数解 𝑎(𝑧) を持つとするときに, あ
る超越的有理型函数解  𝑓1(𝑧) については 
𝑓1(𝑧) − 𝑎(𝑧) が無限個の零点を持ち, 別の超
越 的 有 理 型 函 数 解  𝑓2(𝑧) に つ い て は 
𝑓2(𝑧) − 𝑎(𝑧) が有限個の零点を持つ例が存在
する。 
 
今後の展望としては, 定理１, 定理 2 におい
ても, 丁度位数 1/2 になる超越的有理型函
数解を持つ例が構成され，定理はシャープで
あることが示されることが期待される。また，
定理 1 に於いて，「(1) が有理函数解 𝑎(𝑧) を
持つと」という仮定はどのような条件のもと
に緩やかにできるかが類別されることも期
待される。 
 
(2)整函数の位数と冪級数展開の係数の関係



に つ い て 確 認 を し た 。 整 函 数 𝑓(𝑧) =
∑ 𝑎𝑛𝑧𝑛∞
𝑛=0  に対して, 係数から決まる値 

𝜆 = limsup
n→∞

 
log 𝑛

loglog |1/𝑎𝑛|
          

を考える。条件  0 < λ < 1 のもとに対数位
数(logarithmic order) 

𝜏 = limsup
n→∞

 
log log𝑀(𝑟, 𝑓)

loglog 𝑟
          

との間に,  

𝜏 =
1

1 − λ
          

が成立する。この他に, 対数型(logarithmic 
type)についての考察や 𝜆 = 0, 1 の場合の具
体例の構成を行った。一般的な, q-差分方程
式への応用や, 𝛥𝑞𝑓(𝑧)/𝑓(𝑧) の精密な評価
は今後の課題である。展望としては , 𝑔(𝑧) 
を線形 q-差分方程式の解としたときに 

ℎ(𝑧) = 𝛥𝑞𝑔(𝑧)/𝑔(𝑧) 
の満たす非線型方程式（q-差分方程式 Riccati
方程式）がどのような函数論的性質を持つか
を同様の方法で解明されることが期待され
る。 
 
 [１．研究の目的]の(1)にある合成を含む函
数方程式の結果は，条件付きの形であるが，
下記[５．主な発表論文等]の発表論文①に, 
また除外区間についての結果は②に発表す
ることができた。差分作用素についての評価
に関わる線形および非線型方程式について
の結果は③に発表した。本研究課題採択中に
進展した研究内容は，[４．研究成果]で述べ
たように, 準備的なものが多く，目的を十分
に達成するには及ばず，研究目的のいくつか
は今後の課題として残ることとなった。 
 
５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
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