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研究成果の概要（和文）：固有値や固有空間の新奇な量子ホロノミー(全のアンホロノミーとも

呼ばれる)とは、量子系の固有値や固有空間が、パラメータに対して多価性を帯びる現象のこと

である。本研究課題では、既存の新奇な量子ホロノミーの一般論を進展させると同時に、多自

由度系あるいは多体問題での新しい例題を得た。現在でも新奇な量子ホロノミーは純理論的な

研究課題であるが、実験的な研究との距離を縮めることができた。 
 
研究成果の概要（英文）：The geometric phase is the most famous example of quantum holonomy, 
where an adiabatic cycle induces a nontrivial change for Examples of the quantum holonomy 
of exotic kind (also known as Cheon's anholonomies) have been found, where eigenenergies 
(or quasienergies) as well as eigenspaces of bound states exhibit multiple-valuedness 
in the parameter space. Through this research project, the theory of the exotic quantum 
holonomy has been further developed. Also, new examples of the exotic quantum holonomy 
have been found. Although the present results are purely theoretical, it is expected that 
the further study along this line will lead to the experimental realization of the exotic 
quantum holonomy. 
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１．研究開始当初の背景 
階層性を持つ量子系の解析の第一歩は、遅い
自由度をゆっくり変動するパラメーターと
みなした上で、速い自由度にのみ量子論を適
用することである。この意味で、パラメータ
ーを持つハミルトニアン、あるいはフロケ作

用素の固有値問題は物理学の基本問題であ
る。特に固有値のパラメーター依存性は、分
子系のボルン・オッペンハイマー近似におけ
る断熱ポテンシャル面や、固体物理における
バンド構造のように重要な情報をもたらす。
一方、量子状態の位相のパラメーター依存性
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についてはベリーの研究(1984)を契機とし
て、その重要性が広く認識されるようになっ
た。ベリー位相は、量子状態が持つ位相のう
ち、パラメーター空間中の幾何的な構造に由
来し、しかも、ある種の多価性、より正確に
は、微分幾何学におけるホロノミーを反映す
る。 
  対して、ハミルトニアンの束縛状態の固有
エネルギーがパラメーターの多価関数とな
る例が、全によって報告された (Cheon 1998)。
このような例は、私の知る限りにおいては、
既存の断熱ポテンシャル面やバンド構造の
莫大な研究からの報告は無く、予見不能なも
のだった。これは固有値(固有エネルギー)の
アンホロノミーと呼ばれる。この固有値の多
価性は、対応する固有空間 (固有ベクトルの
向き)の多価性、すなわち、固有空間のアン
ホロノミーを誘発する。これらのアンホロノ
ミーを総称し、新奇な量子ホロノミー(ある
いは全のアンホロノミー)と呼ぶ。 
  全の報告から約 10年後、私と宮本博士(当
時早稲田大)は、二行二列のフロケ行列(ユニ
タリ行列)で記述される系が新奇な量子ホロ
ノミーを示すことを報告した (PRL 2007)。
そこでは、二つの固有値(周期外力系での擬
固有エネルギー)がパラメーター空間内でメ
ビウスの輪の構造を成して繋る。この発見は、
新奇な量子ホロノミーの本質を掘り下げる
契機を与えた。 
  これを説明するため、まず、ベリー位相の
ゲージ理論的な扱いに触れる。そこでは、位
相についての“ゲージ変換”により、固有状
態の位相を多価ではなく一価のものに変換
できる一方、その代償として、有効的なベク
トルポテンシャルが現われる (Mead and 
Thrular 1979)。実は、これは確率振幅のホ
ロノミーに着目した処方である。藤川は、こ
れを基底ベクトルの多価性に転嫁する定式
化を与えた (Fujikawa 2005)。 
  固有空間の新奇なホロノミーを扱うには、
確率振幅にのみ着目することは許されず、む
しろ、藤川の方法から出発することが必要だ。
全教授(高知工大)と私は、藤川の方法を土台
として、ベリー位相と固有空間の新奇なホロ
ノミーを統一的に扱う定式化を見いだした 
(EPL 2009, Ann. Phys. 2009)。そこでは、
有効的なベクトルポテンシャルは(固有値縮
退の有無と独立に)非アーベル的であり、そ
の経路順序積から定まる "ホロノミー行列" 
が、位相のホロノミーと固有空間のアンホロ
ノミーを特徴付ける。 
  ベリー位相とパラメーター空間中でのエ
ネルギー準位の交差には密接な関係がある。
Kim 准教授 (Pusan Nat. Univ.)、全教授(高
知工大)と私は新奇な量子ホロノミーでの類
似の対応を明らかにした：複素数に拡張され
たパラメーター空間での縮退点、すなわち、

加藤の分類(1966)によるところの例外点が、
固有値の新奇なホロノミーの構造を定める。
さらに、二行二列のユニタリ行列の例につい
ては、ホロノミー行列が、例外点のゲージポ
テンシャルの留数で定まる。これは、一般的
に成立するか否かは未解明だが、ベリー位相
に対する有効的な磁気単極子からの寄与を
彷彿とさせる結果である。 
  数理的な進展としては、Viennot が、ファ
イバーバンドルの拡張である Abelian gerbs 
による新奇な量子ホロノミーの定式化を、
我々の定式化とは別に、提唱した (J. Phys. 
A, 2009)。 
  応用例として、断熱量子計算 (Farhi ら 
2000) を、新奇なホロノミーを用いて再定式
化し、既存の手法と較べた速度向上の可能性
を示唆した (PRL 2007)。断熱量子計算を律
速するものは狭い固有値ギャップだが、我々
の手法は、狭い固有値ギャップを押し拡げる
パラメーターが導入できる。ただし、現時点
では、我々の手法の検討は限られたもので、
根本准教授(当時、国立情報学研)との共同研
究を通じて、簡単な例題での検討と、量子回
路模型との計算量論的な等価性を示したに
留まっている(PRA 2010)。 
 
２．研究の目的 
(1) 新奇な量子ホロノミーの物理における
意義を明らかにする 
  上述したように、新奇なホロノミーの知見
はある程度は蓄積した。しかしながら、それ
らは人工的な模型達と形式的な理論に限ら
れ、それらの、例えばベリー位相と比較した
場合の、物理的な含意の落差が極めて大きい
ことに強い不満を感じる。しかしながら、こ
れを解消することは、具体的かつ個別的な検
討の先にしかあり得ない。 
  特に、二準位系で得た、固有空間の新奇な
ホロノミーと例外点の対応を、一般の多準位
系で明らかにする必要がある。これは、ベリ
ー位相の場合の有効的な磁気単極子に対応
するものを明らかにする試みである。 
 
(2) 具体例の蓄積、特に、実験的な研究との
関連を模索する 
  目的 (1) とも係わるが、より一般的な系、
特に多体問題の中に現われ得る自然な例を
探すことが必要である。例えば、上述の、多
準位系の研究においても、多体系での例を用
いることが自然なはずである。 
 
３．研究の方法 
(1) 新奇な量子ホロノミーの一般論につい
て 
  既存の、固有空間のアンホロノミーのゲー
ジ理論的な定式化で得られた結論は、ある量
のゲージ共変な表式であった。これは美しい



 

 

表式を持ち、さらに、既存の位相のホロノミ
ーとの関係も明快である。しかし、物理的に
観測可能な量は、ゲージ不変量に限られる。
ゲージ共変な表式からゲージ不変量を得る
ため、試行錯誤を行なった。 
 
(2) 新奇な量子ホロノミーを示す新しい例
題の探索 
  既存の例は、本質的に一自由度系における
ものであった。このため、既存の例を何らか
の意味で、多自由度に拡張することを試みた。
通例、系の自由度を増大させるには、自由粒
子が典型例であるが、複数の系を加法的に拡
張する。しかし、加法的な拡張が新奇な量子
ホロノミーを保持することは自明ではない。
そこで、断熱近似の持つ状態ベクトルの構造
を尊重させるような拡張、いわば、乗法的な
拡張を試みた。 
 
(3) 新奇な量子ホロノミーと非エルミート
量子論 
  新奇な量子ホロノミーと加藤の例外点と
の対応が二準位模型にて示された。これを多
準位系に拡張すべく、新奇な量子ホロノミー
を示す具体例の幾つかについて、非エルミー
ト拡張を調べた。 
 
４．研究成果 
新奇な量子ホロノミーの一般論を進展させ、
また、新たな例題を得た。特に、量子多体系
における比較的自然な例題を得たことは特
筆に値する。 
 
(1) 時間依存する Aharonov-Bohm の輪での
新奇な非断熱的量子ホロノミー 
  一次元の輪に拘束された荷電粒子のエネ
ルギースペクトルは、輪を貫く磁束に対して
周期性を持つことは良く知られている。しか
し、固有空間は磁場のゲージに強く依存する
ため、スペクトルの周期性と新奇な量子ホロ
ノミーとの関係は不明であった。これに対し
て、固有値と固有空間のアンホロノミー達の
対応におけるゲージ依存性を丁寧に解析す
ることで、Aharonov-Bohm の輪に内在する新
奇な量子ホロノミーの存在を明らかにした。
同時に、この系は、非断熱的な設定での新奇
な量子ホロノミーの最初の例でもある (論
文 [4]。全卓樹教授 (高知工科大)との共同
研究)。 
   
(2) 固有空間のアンホロノミーのゲージ不
変量 
  固有空間のアンホロノミーでは、(擬)固有
エネルギーに縮退が無い場合であっても、パ
ラメーター空間中の閉経路における断熱的
な時間発展が複数の定常状態同志を交換さ
せる。閉経路の前後での定常状態間の重なり

積分は、この現象を定量化する方法を与え、
ホロノミー行列と呼ばれる。これまで、ホロ
ノミー行列のゲージ共変な表式が知られて
いたが、これは、Wilczek-Zee のホロノミー
と同様に、必ずしも観測可能量を特定するも
のでは無い。これに対して、適切なゲージを
見いだすことで、ホロノミー行列の標準形を
求め、そこに内在するゲージ不変量を明らか
にした。それらは、非対角的幾何学的位相と、
置換行列である。量子回路の空間における閉
経路の分類を通じて、これらのゲージ不変量
と、Kitagawa ら (2010)の導入した周期外力
系のトポロジカル整数とを比較した (論文 
[1] 。全卓樹教授 (高知工科大)および Kim 
准教授 (Pusan Nat. Univ.)との共同研究)。 
 
(3) 階層的な量子回路での複雑な固有空間
のアンホロノミー 
  量子回路を階層的に接合した模型が新奇
な量子ホロノミーを持つことを示した。これ
は幾分人為的な模型ではあるが、さまざまな
パラメーターを変えることが可能である。こ
のため、固有空間のアンホロノミーのゲージ
不変量を調べることについて格好の例題を
提供する。非対角幾何学位相については単純
な結果を得た。一方で、この模型のパラメー
ターが一般的な値を取る場合、置換行列を求
めるには、subset-sum と呼ばれる NP 完全
問題の解が必要であることを示した。この意
味で、複雑なアンホロノミーを持つ例題を得
たことになる (論文 [1,3] 。全卓樹教授 
(高知工科大)および Kim 准教授 (Pusan Nat. 
Univ.)との共同研究)。 
 
(4) 量子回路・量子写像の断熱定理 
  量子写像と量子回路は新奇な量子ホロノ
ミーを持つ系の例題として重要である。一方、
これらの系は離散時間中で時間発展する。こ
のため、対応する断熱定理の証明は、通常の
連続時間のものとは異なるはずである。これ
まで、 A. Dranov, J. Kellendonk and R. 
Seiler による証明  [J. Math. Phys. 39, 
1340 (1998)] が知られていたが、より簡素
な証明を与えた (論文 [2])。 
 
(5) 一次元ボース系での新奇な量子ホロノ
ミー 
  一次元ボース系は、その結合強度を変化さ
せることで、自由ボゾン系、Tonks-Girardeau 
系、super Tonks-Girardeau 系、自由ボゾン
系の順番に閉じた径路を構成することがで
きる。これが新奇な量子ホロノミーを誘発す
ることを示した。さらに、二体ボーズの場合
について、加藤の例外点との関連を調べた 
(論文は投稿中。米澤信拓博士 (阪市大数研)、
および、全卓樹教授 (高知工科大)との共同
研究)。 
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