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研究成果の概要（和文）： 
大規模線形方程式系の数値解法，GBi-CGSTAB に関して以下の研究成果を得た：偽収束を防ぐ自

動残差修正機構付 GBi-CGSTAB 法の開発，「残差と真の残差の差のノルムは反復初期からほとん

ど変わらず一定となっている」という新しい事実の発見，GBi-CGSTAB 法と IDRSTAB 法の比較研

究，GBi-CGSTAB 法に基づく多数のシフト方程式を効率よく解くため解法の確立，

GBiCGSTAB(s,L)法の複雑な導出の簡明化，新数値解法，BiO-ML(s)BiCG 法等の開発． 

 
研究成果の概要（英文）： 
The following results have been obtained on GBi-CGSTAB, a new solver for large scale linear 
systems: GBi-CGSTAB equipped with auto-correction of residuals to avoid spurious 
convergence, a new findings ‘the difference between the residual and the true residual 
remains constant from the early stage on the iteration’, comparison between GBi-CGSTAB 
and IDRSTAB, GBi-CGSTAB for shifted linear systems, concise derivation of GBi-CGSTAB， 
BiO-ML(s)BiCG: a new solver related to GBi-CGSTAB. 
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研究分野：数値解析 
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１．研究開始当初の背景 
 
大規模線形方程式系の数値解法として，ク

リロフ部分空間法（共役勾配法系の解法とい
うこともある）が現在主流である．その中で，
計算に必要な記憶容量が少なくてすむ BiCG
法系統の方法がよく知られている. オリジ

ナルの BiCG 法は，収束の仕方が不規則で安
定性のあまり良くないものであったが，安定
化多項式を付加するという工夫により，
BiCGSTAB（安定化多項式の次数＝１）, 
BiCGSTAB2（安定化多項式の次数＝２）, 
BiCGSTAB(L) （安定化多項式の次数＝Ｌ（一
般の自然数））と進化していった． その後，
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暫く，この分野は停滞期に入るが，2007 年，
今までとは全く異なる原理，IDR 原理により
構築された数値解法 IDR(s)法がオランダの
研究チームにより提案された．IDR(s)法では，
s>1 のとき，丸め誤差がない理想的な状況で
は，今まで知られていた BiCG 法系統の解法
より早く解を与えることが証明され，数値実
験においても, 数々の例において, BiCG法系
統のアルゴリズムに勝るとも劣らない収束
性をもつことが示された．しかしながら，弱
点「係数行列が歪対称に近いとき非常に収束
性が悪い」も指摘された． 
 これに対して，研究代表者は，当時院生で
あった谷尾氏と協力し，IDR 原理を一般化し
た GIDR 原理を創出し，それに基づいて
GIDR(s,L)法を提案し，GIDR(s,L)法は IDR(s)
法の良い点を保持しながら，その弱点を克服
する数値解法であることを示した．一方，オ
ランダの研究チームは，高次元の shadow 
residual を持つ Bi-CG 法を導入し(Bi-CG(s)
法と呼ばれている)，それに 1 次の安定化多
項式を付加したアルゴリズムを提案し, そ
のアルゴリズム (Bi-CGSTAB(s)法と呼ばれ
ている)が IDR(s)法と等価であることを示し
た．GIDR(s,L)法のアルゴリズムの導出は何
となく「ぎこちない」との感じをもっていた
我々は，この路線に乗り換え，オランダチー
ムとは違った高次元の shadow residual を持
つ Bi-CG 法を導入し(GBi-CG(s)法と名付け
た)，L 次の安定化多項式を付加したアルゴリ
ズム (GBi-CGSTAB(s,L)法と名付けた) を提
案し，GIDR(s,L)法とまったく同じアルゴリ
ズムが導かれることを示した．これにより，
従来からある BiCG 法系統の解析方法が適用
可能になり，アルゴリズムの解析が進んでい
た．また，GBi-CGSTAB(s,L)法が，IDR(s)法
や Bi-CGSTAB(L)法に優る例も発見され，その
解析も望まれていた．オランダチームも，上
記の高次元の shadow residual を持つ Bi-CG
法の延長線上で，L 次の安定化多項式を付加
することに成功し， Bi-CGSTAB(s,L)法と呼
ぶべき数値解法に到達した．ただし，名は IDR 
(s)STAB(L) と し て い る ． ま た ， も と の
Bi-CG(s)法に起因する不安定性を抑えるた
め，再直交化も行うというアルゴリズムとな
っている．我々の GBi-CGSTAB(s,L)法におい
ては，このような再直交化は必要ない． 
 
２．研究の目的 
 
上記のような研究背景の下，つぎの研究を行
うことを目標とした： 
 
(1) GBi-CGSTAB法をより良いものにするため
の研究 
① 偽 収 束 を 改 善 す る た め の 手 法 の
GBi-CGSTAB 法への組込み（IDR(s)法の偽収束

を改善するために提案された櫻井等による
手法の組込み） 
② 適切な前処理法の確立 
 
(2) GBi-CGSTAB 法と IDRSTAB 法の比較研究 
 
(3) GBi-CGSTAB 法に基づく，多数のシフト方
程式 

),..,1(  )( KkbxIA k   
を効率よく解くための方法の確立．  
 
３．研究の方法 
 
適宜，数値実験を行って，アルゴリズムの振
る舞いを確かめ，改良するという極めて標準
的な方法を用いた． 
 
４．研究成果 
 
(1) GBi-CGSTAB法をより良いものにするため
の研究 
① 偽 収 束 を 改 善 す る た め の 手 法 の
GBi-CGSTAB 法への組込み 
IDR(s)法においては，しばしば，偽収束と

いう現象（アルゴリズム中で計算された残差
が真の残差に必ずしも一致しない現象，収束
判定を誤らせる）が起こることが指摘されて
いた．これに対して，櫻井等は，計算が簡単
なある量をモニターして，必要なときには残
差を定義にもどって計算するという算法を
提案し，偽収束が起こらなくすることが可能
であることを示した．GBi-CGSTAB 法において
も，稀にではあるが，偽収束が起こる．これ
を改善するために，IDR(s) 法の場合に倣っ
て，自動的に残差を修正する算法を開発し，
数値実験を通してその有効性を調べた．その
結果，数値的不安定性（偽収束が起こること）
が克服でき，計算時間も 10% 程度の増加に抑
えることが出来ることが明らかとなった． 
この研究を進める中で，「残差と真の残差

の差のノルムは反復初期からほとんど変わ
らず一定となっている」という新しい事実を
発見した．そこでこれを利用した偽収束を改
善 す る 自 動 残 差 修 正 機 構 を 構 築 し ，
GBi-CGSTAB 法に組込んだ．そして，先に開発
した自動残差修正機構の場合と比較し，同等
以上の有効性をもつことを示した． 
 

② 適切な前処理法の確立 
いくつかの前処理を数値実験によって比

較したが，決定的結果は得られなかった． 
 

(2) GBi-CGSTAB 法と IDRSTAB 法の比較研究 
研究の背景にも述べたように，van Gijzen

と Sleijpen は，IDR(s)法の弱点を克服する
数値解法として，我々とは独立に，IDRSTAB
法を提案した．この IDRSTAB 法と GBi-CGSTAB



 

 

法と比較を素朴な実装レベルで行った．その
結果，GBi-CGSTAB 法の方が安定性に優れてい
ることが判明した． 
 
(3) GBi-CGSTAB法に基づく多数のシフト方程
式を効率よく解くため解法の確立 
 多数のシフト方程式効率よく解くための
クリロフ部分空間法として，Shifted GMRES
法，Shifted BiCGstab(L)法，Shifted IDR(s)
法など，様々なものが提案されている．ここ
ではまず手法の基礎になる残差の共線性を
GBiCG(s) 法の場合に確立し，GBiCG(s) 法に
よるシフト線形方程式の解法を与えた．そし
て，これに shifted BiCGSTAB(L) 法に倣いな
が ら ， 安 定 化 多 項 式 を 付 加 し ，
GBiCGSTAB(s,L) 法を基にしたシフト線形方
程式の解法を構築した．数値実験により，既
存手法と比較し，同等以上の性能を持つこと
を確かめた．特に，歪対称に近い係数行列を
持つ，IDR(s) 法をベースとした手法では解
けなかった問題に対して，有効であることを
確かめた．  
 
以下は，当初の研究目的にはないが，研究の
進展に従って得られた成果である． 
 
(4) GBiCGSTAB(s,L)法の複雑な導出の簡明化 
GBiCGSTAB(s,L) 法の従来ある導出法は，

Bi-CG 法から議論を始めるもので，かなり複
雑であった．本研究では，理論上重要な
Petrov-Galerkin 方式の Krylov 部分空間法
をアルゴリズムとして与え，それを出発点と
することによって，算法導出の全体の流れを
簡明なものとした．その際，Petrov-Galerkin 
方式の Krylov 部分空間法のアルゴリズムが
如何にも天下り的になるが，その背景に，多
重 Lanczos 過程があることを示し，アルゴリ
ズムが決して天下り的ではないことも示し
た． 
 
(5) 新数値解法，BiO-ML(s)BiCG 法等の開発 
 (4)に述べた GBiCGSTAB(s,L)法の新しい導
出により，次のことが明らかとなった: 
Petrov-Galerkin 方式の Krylov 部分空間法
の安定化から BiCGstab(L)法が，BiCG(s)法，
GBiCG(s)法，ML(s)BiCG 法の安定化からそれ
ぞれ IDR(s)stab(L)法，GBiCGSTAB(s,L)法，
ML(s)BiCG(L) 法が得られる．そして，
Petrov-Galerkin 方式の Krylov 部分空間法
において，残差とシャドウ残差が双直交する
ようにした解法が BiCG 法であり，BiCG(s)法，
GBiCG(s)法，ML(s)BiCG 法においては残差と
シャドウ残差が双直交するようにした解法
は未開発である．これを受けて，本研究では
BiCG(s)法，ML(s)BiCG 法において残差とシ
ャ ド ウ 残 差 が 双 直 交 す る よ う に し た
BiO-ML(s)BiCG 法，BiO-BiCG(s) 法を開発し

た(下図)． 
 

 
図１ 新数値解法，BiO-ML(s)BiCG 法等 
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