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研究成果の概要（和文）：この研究では，half-turn symmetric な交代符号行列の構造を解析し
た．一方で，Pin 群の既約 spinor 表現の行列式表示を与え，整数環に e^2 = 1 をみたす元を
付け加えた環に係数をもつ対称関数の族（spinor 表現の普遍指標）を導入した．そして，この
対称関数の性質を調べ，その応用として spinor 表現のテンソル積や部分群への表現の既約分
解（既約表現の重複度）を組合せ論的に計算する手法を与えた． 
 
研究成果の概要（英文）：We investigate the structure of the set of half-turn symmetric 
alternating sign matrices. Also we give a determinantal formula for irreducible spinor 
representations of the Pin group, and introduce a family of symmetric functions (spinor 
universal characters) with coefficients in the ring of integers adjoining a new element e 
with the property e^2 = 1. And  we investigate their properties, and describe a 
combinatorial method for the irreducible decompositions of tensor products and restrictions 
involving spinor representations of the Pin group. 
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１．研究開始当初の背景 
 
交代符号行列 (alternating sign matrix) と
は，$1$, $0$, $-1$ を成分とする正方行列で，
各行，各列の成分の和がすべて $1$ であり，
各行，各列において $1$ と $-1$ が交互に
現れるようなもののことである．交代符号行
列は，Robbins--Rumsey によって，行列式
を計算する  Dodgson のアルゴリズム  
(condensation of determinant) に関する研

究の中から発見され，その後組合せ論の研究
者を中心に，さらに最近では数理物理学の研
究者も交えて，研究が進んできた． 
 
その中で，交代符号行列は次のようなさまざ
まな側面をもつことが明らかになってきた． 
 交代符号行列は，置換行列（A 型 Weyl 

群の元）の一般化である．（成分に 
$-1$ をもたない交代符号行列は置換行
列である．） 
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 交代符号行列を用いて，パラメーター 
を 含 む よ う な 行 列 式 の 一 般 化
（$¥lambda$ 行列式）が定義でき，A 
型の Weyl の分母公式の変形が得られ
る．(D. Robbins and H.Ramsey, Adv. 
Math. 62 (1986).) 

 さらに，交代符号行列の拡張を用いて，
Schur 関数（一般線型群の既約指標）の
変形が得られる． (T. Tokuyama, J. 
Math. Soc. Japan 40 (1988), S. Okada, 
J. Combin. Theory Ser. A 53 (1990).) 

 交代符号行列全体には，1 対 1 に対応
する monotone triangle を経由して，
自然な半順序集合の構造が入り，対称群
上の  Bruhat 順序の  MacNeille 完備
化となる． (A. Lascoux and M.-P. 
Sch¥"{u}tzenberger, Electron. J. 
Combin. 3 (1996).) 

 $n$ 次交代符号行列の個数が，分割 
$(n-1,n-1,n-2,n-2,…,1,1,0,0)$ に対応す
る一般線型群  $GL_{2n}$ の既約表現
の次元の  $3^{-n(n-1)/2}$ 倍で与えら
れる．(S. Okada, J. Algebraic Combin. 
23  (2006).) 

 
これらの側面は，いずれも交代符号行列が A 
型の対象であることを示唆している．また，
B, C 型の Weyl の分母公式の変形も研究代
表者や  Hamel--King によって与えられて
いる．さらに，研究代表者によって，対称性
を課した交代符号行列の個数も古典群の既
約表現の次元を用いて与えられることが示
されている． 
 
Lie 理論の観点から見れば，他の型（例えば，
B 型，あるいは E 型）に対応する交代符号
行列とは何であるか，を考えることは自然で
あるが，これまでこのような研究はなされて
いなかった． 
 
 
２．研究の目的 
 
この研究は，究極的には，交代符号行列を 
Lie 理論の中で捉えなおすことにより，交代
符号行列にまつわるさまざまな現象を統一
的に理解し，さらにその一般化，その背後に
ある幾何的対象を見出すことを目指すもの
である． 
 
特に，この研究期間における研究では， 
 B 型の交代符号行列の Lie 理論的な定

義を目指して，B 型 Weyl 群の拡張と
しての half-turn symmetric な交代符
号行列の構造を解析すること， 

 交代符号行列の数え上げに現れる古典
群の特別な表現の構造が解析できるよ

うに，古典群（特に Pin 群の spinor 表
現）に対する普遍指標の理論を整備する
こと 

などを目的とした． 
 
 
３．研究の方法 
 
Half-turn symmetric な交代符号行列の研究
では，半順序集合としての構造，対応する  
square ice model の分配関数の解析を中心
に研究を進めた．Spinor 表現に対する普遍
指標の理論の整備では，関連する対称関数の
解析を中心に研究を進めた． 
 
国内で開催されるさまざまな研究集会，セミ
ナーや， 
 Workshop on Whittaker Functions, 

Crystal Bases, and Quantum Groups, 
Banff Center, Banff, Canada, 2010 年． 

 Conference on Combinatorics and 
Mathematical Physics, University of 
Queensland, Brisbane, Australia, 2010 
年． 

 22nd International Conference on 
Formal Power Series and Algebraic 
Combinatorics, San Francisco State 
University, San Francisco, U.S.A., 
2010 年． 

 International Conference on 
Asymptotics and Special Functions, 
City University of Hong Kong, Hong 
Kong, 2011 年． 

 23rd International Conference on 
Formal Power Series and Algebraic 
Combinatorics, University of Iceland, 
Reykjavik, Iceland, 2011 年． 

 2012 Shanghai Conference on Algebraic 
Combinatorics, Shanghai Jiao Tong 
University, Shanghai, China，2012 年. 

などの海外で行われた研究集会に参加し，講
演，情報交換，討論などを行った．また，2012 
年度には，7 月 30 日～8 月 3 日に名古屋大学
において国際研究集会“Formal Power Series 
and Algebraic Combinatorics (FPSAC'12)”
を，8 月 6 日～10 日に国際高等研究所におい
て合宿型セミナー“ヤング図形・統計物理に
関連した代数的組合せ論”を，8月 28 日～31
日に組合せ論サマースクールを開催した． 
 
 
４．研究成果 
 
Half-turn symmetric な交代符号行列の構造
の解析については，monotone triangle を経
由することにより，half-turn symmetric な
交代符号行列全体のなす集合に分配束の構



造が入り，この分配束が B 型 Weyl 群の 
Bruhat 順序を部分半順序集合として含んで
いることを明らかにした．また，サイズが小
さい場合に，B 型 Weyl 群の半直積分解に対
応するような half-turn symmetric な交代
符号行列の分解の候補を見出した．一般の場
合については現在も研究を進めている． 
 
Pin 群の spinor 表現の普遍指標について
は，理論をほぼ完成することができた．この
研究で扱ったのは，複素数体上の $N$ 次直
交群 $O_N$の $2$ 重被覆群である Pin 群 
$Pin_N$ （Spin 群ではない）の表現のうち，
$O_N$ を経由しない表現（spinor 表現）で
ある．そして，この研究で得られた結果は大
きく次の 3 つに分けることができる． 
(1) 既約 spinor 表現の指標の行列式によ

る表示． 
(2) Spinor 表現に対する普遍指標の導入と

その組合せ論的性質の解明． 
(3) Twisted central product の表現論の整

備とその spinor 表現への応用． 
 
まず，(1) については，$Pin_N$ のスピン表
現（$2^{\lfloor N/2 \rfloor}$ 次元）の指
標を $\Delta_N$ と表し，$O_N$ の自然表現
の $k$ 階対称テンソル積表現，$k$ 階交代
テンソル積表現の指標をそれぞれ $H_k$, 
$E_k$ と表すとき，長さ $N/2$ 以下の分割 
$\lambda$ に対して， 
$$ 
\Delta_N \cdot 
\det 
  ( 
    H_{\lambda_i-i+j} 

- E_N H_{\lambda_i-i-j+1} 
  ) 
$$ 
によって与えられる $Pin_N$ 上の類関数が，
$Pin_N$ の既約指標を与えることを証明し
た． 
 
次に，(2) については，整数環に $e^2 = 
1$ をみたす元を付け加えた環上の対称関数
環の中に spinor 表現に対する普遍指標を
定義し，Cauchy 型の公式，普遍指標の積の
分解，普遍指標の特殊化写像による像の計算
方法などを与えた．そして，その応用として，
既約 spinor 表現のテンソル積の分解を組合
せ論的に計算する方法を導いた． 
 
さらに，(3) については，$M+N$ 次直交群
$O_{M+N}$ の部分群 $O_M \times O_N$ に対
応する部分群が，$Pin_M$ と $Pin_N$ の 
（直積群ではなく）twisted central product 
$Pin_M * Pin_N$ になることを示し，twisted 
central product の表現論を整備することに

よって，$Pin_{M+N}$ の既約 spinor 表現を 
$Pin_M * Pin_N$ に制限したときの既約分解
を組合せ論的に計算する方法を与えた． 
 
Pin 群 $Pin_N$ の既約 spinor 表現を，
$O_N$ に含まれる一般線型群に対応する部
分群に制限したときの既約分解をより対称
性の高い形で記述することが残された課題
である． 
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