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研究成果の概要（和文）：平均曲率一定曲面または非等方的平均曲率一定曲面に対するいくつか
の固定境界または自由境界問題に対し、解または安定解の存在・一意性・幾何学的性質、体積
または（非等方的）平均曲率を変化させたときの解の対称性の変化、位相的性質の変化、分岐
の状況、個々の解の安定性を決定した。さらに、一般の固定境界または自由境界問題に対する
分岐理論を構築した。また、非等方的表面エネルギーに対する凸性の仮定をはずすことにより、
ローレンツ・ミンコフスキー空間内の平均曲率一定超曲面を含む広いクラスの超曲面を非等方
的平均曲率一定超曲面として統一的に扱い、新しい一意性定理や例を構成した。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied surfaces with constant mean curvature and surfaces with 
constant anisotropic mean curvature with free or fixed boundary. We obtained results about 
existence, uniqueness, geometric properties of solutions or stable solutions. Also, we 
obtained sufficient conditions for the existence of bifurcation and criterion of the 
stability for each surface in the bifurcation branch. Moreover, by removing the convexity 
assumption for the anisotropic surface energy, we studied uniformly a large class of 
surfaces including constant mean curvature surfaces in the Lorentz-Minkowski space and 
obtained a new uniqueness theorem and examples.  
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１．研究開始当初の背景 
 平均曲率一定超曲面は、与えられた境界条
件を満たし囲む体積を変えない任意の変分
に対する面積の臨界点である。平均曲率一定
曲面は、このような任意の変分に対して面積

の第二変分が非負の時に「安定である」とい
い、そうでない時に「不安定である」という。
さて、ナノスケールあるいはミクロスケール
の自然現象には、しばしば周期的な曲面が現
れることが多く、その幾何学的構造を明らか
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にすることは非常に重要である。たとえば、
二種類の高分子 A、B が連結された重合体よ
り成る ABブロック共重合体や微小な液滴は、
近似的に安定な平均曲率一定曲面とみなす
ことができる。また、一般相対論におけるブ
ラックホールやブラックストリングの境界
もまた平均曲率一定曲面超曲面とみなすこ
とができるため、周期的平均曲率一定超曲面
の安定性の研究が理論物理学者によっても
なされている。しかしながら、これらの研究
においては、対象の安定性や幾何学的性質に
ついての厳密な（数学的な）研究はまだあま
り行われておらず、数値計算によるものが中
心である。一方、研究代表者はこれまで幾何
学的変分問題の解の大域的性質、存在と一意
性、安定性、摂動について研究してきており、
上述のようなナノ、ミクロ、マクロスケール
の自然現象の解明に寄与できると思われた。 
 
２．研究の目的 
上述のように、平均曲率一定超曲面は、与え
られた境界条件を満たし囲む体積を変えな
い任意の変分に対する面積の臨界点である。
面積汎関数よりも一般に、曲面の各点の向き
に依存して決まるエネルギー密度関数の曲
面上での積分を、非等方的表面エネルギーと
呼ぶ。曲面が囲む体積を保つ変分に対する非
等方的表面エネルギーの臨界点は非等方的
平均曲率一定曲面と呼ばれるものになり、平
均曲率一定曲面の一般化となっている。 本
研究では、平均曲率一定曲面または非等方的
平均曲率一定曲面に対するいくつかの具体
的な固定境界または自由境界問題に対し、解
または安定解の存在・一意性・幾何学的性質、
体積または（非等方的）平均曲率を変化させ
たときの解の対称性の変化、位相的性質の変
化、分岐の状況、個々の解の安定性を決定す
る。さらに、一般の固定境界または自由境界
問題に対する分岐理論を構築する。また、得
られた結果を具体的な物理現象に応用し、そ
の数学的な基礎付けを与える。 
 
３．研究の方法 
(1) 面積の第 2変分に付随する 2階楕円型線
形作用素に対する固有値問題の固有値の性
質及び零固有値に属する固有関数の性質を
解析し、Crandall-Rabinowitz による分岐理
論を一般化して応用することにより、平均曲
率一定曲面に対する固定境界問題に対し、囲
む体積または平均曲率をパラメータとした
時の解の分岐が存在するための十分条件を
求め、分岐前後の解の安定性の判定法を求め
る。 
 
(2) (1) と同様の研究を、平均曲率一定曲面
に対する自由境界問題に対して行う。 
 

(3) (1)、(2) を、非等方的平均曲率一定曲
面に対して一般化する。 
 
(4) (1)、(2)、(3) の結果を具体的な変分問
題に対して応用する。 
 
(5) 平行な二平面上に自由境界をもつ曲面
の非等方的表面エネルギーの臨界点につい
て、安定解を決定する。 
 
(6) 固定境界を持つ曲面の非等方的表面エ
ネルギーの臨界点について、境界が単純な場
合に対して安定解を決定する。 
 
(7) 非等方的表面エネルギーに対する凸性
の仮定をはずすことにより、ローレンツ・ミ
ンコフスキー空間内の平均曲率一定超曲面
を含む広いクラスの超曲面を非等方的平均
曲率一定超曲面として統一的に扱い、新しい
一意性定理や例を構成する。 
 
(8) 平行ではない二平面上に自由境界をも
つ曲面の面積の臨界点について、安定解を決
定する方法をみつける。 
 
４．研究成果 
(1) 囲む体積を保つ変分に対する面積の臨
界点である平均曲率一定曲面（やその一般化、
高次元化）について、平均曲率または体積を
パラメータとする解の分岐が起こるための
十分条件、分岐前後の解の安定性を判定する
方法、対称性の崩壊現象が生じるための条件
を得た。さらに、それらを Riemann 多様体上
の等周問題や、物理現象と関連の深い境界値
問題に応用した。 
 
(2) 物理実験に動機を得た周期的平均曲率
一定曲面に対する自由境界問題についての
研究を行い、境界条件が単純な場合（自由境
界が平面で濡れエネルギーが 0の場合）につ
いては安定解を決定した。さらに、濡れエネ
ルギーが 0で自由境界が二つの平行でない平
面である場合についても、安定性を判定する
方程式を具体的に得た。本研究は、境界条件
の変化に対する解空間の不安定性を与える
極めて興味深い例を与えると予想され、さら
に、たとえば微小な液滴の形状のような物理
現象解明への応用も期待されるものである。 
 
(3) 曲面の各点の向きに依存して決まるエ
ネルギー密度関数の曲面上での積分を、非等
方的表面エネルギーと呼ぶ。曲面が囲む体積
を保つ変分に対する非等方的表面エネルギ
ーの臨界点は非等方的平均曲率一定曲面と
呼ばれるものになり、平均曲率一定曲面の一
般化となっている。同じ体積を囲む閉曲面全
体の中で非等方的表面エネルギーの最小値



 

 

を与えるものは Wulff 図形（と呼ばれる閉曲
面に相似）である。 3 次元ユークリッド空間
内の円周を境界とする種数 0の非等方的平均
曲率一定曲面で安定なものは、Wulff 図形ま
たは平面の一部のみであることを、Wulff 図
形の正則性及び軸対称性についての仮定の
もとで証明した。 
 
(4) 非等方的表面エネルギーに対する凸性
の仮定をはずすことにより、ローレンツ・ミ
ンコフスキー空間内の平均曲率一定超曲面
を含む広いクラスの超曲面を非等方的平均
曲率一定超曲面として統一的に扱い、新しい
一意性定理や例を構成した。より具体的には、
以下の成果を得た。3 次元ユークリッド空間
内の非等方的極小曲面について、エネルギー
密度関数が軸対称であるという仮定のもと
で、以下に述べる研究成果を得た。極小曲面
であり非等方的極小曲面でもあるものは、常
螺旋面に限ることを証明した。さらに、非等
方的極小曲面であって管状曲面であるもの
の具体例を構成した。また、これらの非等方
的極小曲面は、3 次元ローレンツ・ミンコフ
スキー空間内の平均曲率零の曲面を特別な
場合として含むことを示した。さらに、この
ような考え方は、ローレンツ・ミンコフスキ
ー空間内の滑らかな平均曲率一定曲面で、滑
らかな曲線を越えて空間的曲面から時間的
曲面に型変化を起こすもの（まだ例すら知ら
れていない未知の研究課題である）の解析を
進めるために有効であると期待される。 
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