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研究成果の概要（和文）：ある種の微分方程式は幾何学と可積分系の理論の観点から研究が行わ

れている．そのような微分方程式の解は隣り合った質点の間に非線形の相互作用が 働く格子モ

デルの運動としてシミュレートし，可視化することができる．量子場理論からの重要な例とし

て，Cecottiと Vafaによって研究が始められ た tt*戸田格子がある．Guestは C.-S. Linとの

共同研究で解の存在に関する理論的な結果を得た．この結果はコンピュータによるシミュレー

ションとも合致する．蔵本格子などその他の例について 現在研究中である．シンクロナイゼー

ションの数学的な解釈などへの更なる応用が期待される． 
 
研究成果の概要（英文）：Certain differential equations are studied from the point of view 

of geometry and the theory of integrable systems.  The solution of such an equation can 

be simulated, and visualized, as the motion of a lattice of point masses with nonlinear 

interactions between neighbouring masses. An important example from quantum field theory 

is the tt*-Toda lattice, first studied by Cecotti and Vafa.  Guest and Lin have obtained 

theoretical results on the existence of solutions, consistent with computer simulations. 

Other examples such as the Kuramoto lattice are being studied. Future applications, e.g. 

to the mathematical interpretation of synchronization, are anticipated. 
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１．研究開始当初の背景 
1950 年代に Enrico Fermi, John Pasta, 
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われた非線形格子の研究は，後世の研究に最
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も大きな影響を与えた数値実験の一つであ
ろう．彼らは世界初の電子計算機の一つであ
るロスアラモス研究所の MANIAC コンピュー
タを使って非線形の力が働く格子モデルの
シミュレーションを行った．物理的な直観か
らはこのような非線形格子の運動は時間の
経過とともにしだいに乱れ，最終的には「熱
平衡化」が起こると予想されていた．しかし，
彼らの実験によると，実際には熱平衡化は起
こらず，「周期的に近い」運動をするという
驚くべき結果が得られた． 
FPUの実験に対する理論の研究は 1970年代

の「ソリトン」の発見につながり，さらに可
積分系の理論へと発展した．可積分系の理論
は，現在，幾何学との深い関わりから活発に
研究されている分野であり，有限次元および
無限次元 Lie理論を使った解析学や代数幾何
学および微分幾何学とも深く関連している．
また，量子場の理論においてその数学的基盤
として重要な役割を果たしている．「実験数
学」の最初の例の一つである FPUの実験は数
学および物理学の理論に大きな進展をもた
らしただけでなく，数多くの重要な応用につ
ながった． 
この 50 年の間に応用数学者と物理学者に

よって，高速コンピュータによる数値シミュ
レーションなど FPU格子に関する多くの研究
が行われた．また，可積分系に関して純粋数
学者，応用数学者および物理学者により多く
の理論的な研究がなされた．例えば戸田格子
は可積分系の理論においてよく研究されて
いる例として挙げられる．この分野は現在で
も活発に研究が進められており，ときに論議
が巻き起こることもある．それは戸田格子な
どの可積分系と FPU格子などの非可積分系と
の関係がよく理解されないためである．そこ
で本研究課題において実験と理論の両面か
らこの関係を調べることを計画した． 
 
２．研究の目的 
本研究課題の目的は可積分系と非可積分

系の関係の新しい理論の構築に向けて計算
機実験と理論的考察の両面からアプローチ
することである．海外研究協力者の Richard 
Palais (California 大学)と協力し，幾何学
の最近の進展によって動機付けられた格子
モデルに対する新しいコンピュータ実験を
行う．具体的な応用の一つとして，理論物理
学において現在関心が持たれている位相
的 ・ 反 位 相 的 融 合 
(topological-antitopological fusion) 方
程式を研究することを目標とする．さらに，
格子モデルに似た脳神経モデルの方程式へ
の応用の可能性を探求する． 
少々荒っぽい解釈ではあるが，FPU の実験の
「周期性」は Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)
理論とソリトン理論によってそれぞれ独立

に説明することができる．KAM 理論は完全可
積分なハミルトニアン系に「十分近い」系は
何らかの予測可能な振る舞いをするという
ことを主張している．この意味で FPU格子は
戸田格子に「近い」と思われる．ソリトン理
論は Korteweg-de Vries (KdV)方程式などの
ある種の非線形波動方程式の特殊な解（ソリ
トン）の研究である．ソリトン解は非常に安
定した振る舞いをする．FPU 格子の微分方程
式系は KdV方程式の離散近似とみなすことが
できるので，ソリトンに似た解をもつと予想
される．これら二つの説明は可積分系による
非可積分系の「近似」の概念に相当するが，
この近似理論を体系として構築することが
最終的な目標である．また，理論物理と脳神
経科学への二つの応用，さらに曲面論におけ
るベルリングループのような数学的可視化
プロジェクトを日本において立ち上げるこ
とを目的とする．この様な方向で可積分系の
理論の幾何学的側面の研究に寄与すること
が本研究課題の目的である． 
 
３．研究の方法 
本研究課題では大きく以下の 3つの方法に

よって研究を行った． 
 
（Ａ）3D-XplorMath の Java 版に格子モデル
の可積分性と非可積分性を調べるための研
究ツールとしての機能を追加した．改良を加
えた 3D-XplorMathの Java版を使って FPUの
オリジナルの実験を再現させた． 
プログラミングは Sinclair が中心となって
行った． 
 
（Ｂ）厳密な数学的観点からの可積分な非線
形系による非可積分系の「近似」に関する研
究を行った．FPU の実験は格子の「ノーマル
モードのエネルギー」に基づいている．大雑
把に述べると，これらはエネルギーの「フー
リエ係数」に相当するが，厳密にはノーマル
モードは線形系においてのみ存在する保存
量である．FPU の実験では，非線形格子につ
いて線形格子のノーマルモードを計算した．
これは保存量にはならないが，格子の運動が
定常状態に近いならば，これらのノーマルモ
ードの時間変化が非線形系についての情報
を含むと予想される．ノーマルモードは FPU
系を近似する線形系の保存量であるのに対
し，他の近似系の保存量について調べた．例
えば，戸田格子は FPU系の別の近似であるが，
戸田格子はそれ自身の保存量をもつ完全可
積分系である．FPU 系に対して戸田格子の保
存量を計算し，それらが有益な情報を含むか
どうかを調べた． 
 
（Ｃ）上述の最近の数学的進展によって示唆
された新しい実験，特に戸田格子方程式や位



 

 

相的・反位相的融合方程式（tt*方程式）の
数値解析を行った．ノーマルモードは特別な
座標の選び方と解釈することができる．完全
可積分系の場合には，作用角度座標が標準的
な座標のとり方であるが，違う座標のとり方
が有効な場合がある．例えば，J. Moser によ
って作用角度座標を生成するように作られ
た新しい座標は，最近発見された（非周期的）
戸田格子の「超可積分性」という性質を示し
ている．  

他に最近の進展として，量子場の理論にお
ける（2 次元）戸田格子などの可積分系の果
たす役割，すなわち位相的・反位相的融合理
論がある．この「tt*幾何学」は S. Cecotti
と C. Vafa，後に B. Dubrovin により研究が
始められた．微分幾何学の観点からは，tt*
方程式の解はベクトル束の擬リーマン計量
として，あるいはケーラー多様体の量子コホ
モロジーとして解釈できる．ケーラー多様体
が複素射影空間のとき，より一般に重み付き
複素射影空間のときには tt*方程式は同心円
対称な 2次元の戸田格子方程式に他ならない．
物理学の観点から，複素射影空間の量子コホ
モロジーに対応するこの方程式系に対する
大域的に滑らかな解の存在が予測される．し
かし，数学的には一般次元の場合にこの解の
存在はまだ確かめられていない． 
1 次元または 2次元の場合，tt*方程式は同

心円対称な sinh-Gordon 方程式または
Tzitzeica方程式となり，Painleve III 方程
式に帰着される．Painleve方程式のモノドロ
ミー保存理論は大域的に滑らかな解の存在
を保証する．さらに，その解は 3次元ミンコ
フスキー空間内の平均曲率一定曲面として
可視化することができる． 
 3 次元以上の場合にこれらのアプローチは
適用できないため，新しいアイデアが必要に
なる．tt*方程式系は 3D-XplorMathの格子パ
ッケージの改良型を使った数値的な研究と
可視化に適している．物理学によると，量子
コホモロジーに対応する解は，十分に時間が
経過した後の解の漸近挙動などに関して非
常に特殊な性質をもつと予想される．本研究
課題においてこれらの大域的に滑らかな解
を数値的に探し出し，特殊な対称性や様々な
性質を探究することにより，新しい理論的な
アプローチを与えることを期待している．ま
た，違った方面の研究への応用として，格子
モデルに類似した方程式によって表される
脳神経モデルについても上で述べた方法と
同様な方針で，実験と理論の両面から調査・
研究を行った． 
 
４．研究成果 
（1）Guest は C.-S. Lin (国立台湾大学)と
の共同研究で，tt*戸田格子をループ群の観
点から調べた．偏微分方程式の理論を用いて

新しい解の存在を証明した．これらの解は S. 
Cecotti と C. Vafa によってその存在が予想
されていた(Nonlinear PDE aspects of the 
tt* equations  of Cecotti and Vafa, 
arXiv:1010.1889)．この研究に先立って、ま
ず計算機を使って戸田格子方程式のこれら
の解の数値シミュレーションを行った．
Guest は J. Dorfmeister (TU Munchen), W. 
Rossman（神戸大学）との共同研究で，微分
幾何において平均曲率一定曲面に関連した
tt*方程式の特別な場合について調べた．
1970 年代に McCoy-Tracy-Wu によって得られ
た解に対して，微分幾何と可積分系に対する
ループ群の手法の観点からの解釈を与えた． 
 
（2）Guestは 2010年 5 月に MFI Oberwolfach
において開催された研究集会"Progress in 
Surface Theory"に参加し，R. Palais (UC 
Irvine)と共同で Pascal 版の 3D-XplorMath
の開発を進めた．3D-XplorMath の Pascal 版
を最新の Mac OS にも対応できるように改良
した． 
また，Guest, Sinclair, 酒井は Java 版の

3D-XplorMath の格子モデルのカテゴリーの
開発を進展させた．境界条件や初期条件を設
定できるなど、様々な機能を追加した．この
改 良 し た 3D-XplorMath を 用 い て
Fermi-Pasta-Ulam による非線形格子モデル
の数値実験を再現し，標準モードの変化を調
べた．さらに，FPU 格子モデルについて戸田
格子の保存量の数値実験を行った． 
 
（3）2010 年 12 月 13 日に首都大学東京にお
いて「Java チュートリアル：Java を使った
数値計算と可視化」を開催した．チュートリ
アルでは常微分方程式の数値解を求め，解曲
線を描く Javaアプレットを作成した．また，
Sinclairは"Natural Computation"と題して，
自然界，特に生物の進化の過程において行わ
れる計算とコンピュータプログラミングに
よる計算の類似と相違について講演を行っ 
た． 
 
（4）東京大学の合原一幸氏の研究グループ
と脳神経科学における非線形振動に関して
研究情報を交換し，研究交流を行った．2012
年 4月に首都大学東京において、山口陽子氏
（理化学研究所）と香取勇一氏（東京大学）
を招いてワークショップを開催するための
準備を行った． 
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