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研究成果の概要（和文）： 

クリークサイズを定数に制限した弦グラフに対しては，グラフ同型性判定問題を拡張した制

約付きグラフ同型性判定問題が多項式時間で解けることを示した．また，同様にグラフ同型性

判定問題を拡張した Prefix Set of GIに対して多項式時間アルゴリズムを設計し，既知のアル

ゴリズムの時間量を改善した．グラフ同型性判定問題の応用として，静的文字画像から筆記運

動を抽出するためのアルゴリズムの設計を行った．このアルゴリズムは，部分グラフ同型性判

定を利用してダブルトレース等の構造を解析することで，組合せ的爆発を起こさずに筆順を復

元できる．さらに，確率的タブーサーチを用いたより実用的なアルゴリズムの設計も行った． 
 
研究成果の概要（英文）： 
In this study, we have shown that, for chordal graphs with bounded clique size, the graph 

isomorphism with restriction, an extension of the graph isomorphism problem, is decidable 
in polynomial-time. For the same class of graphs, we have designed a faster algorithm to 
solve the prefix set of GI. We have also developed a linear time algorithm to recover stroke 
order from static handwritten image by using the subgraph isomorphism problem. A 
tabu-search based algorithm for the problem has also developed. 
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１．研究開始当初の背景 

グラフ同型性判定問題（GI）は，与えら
れた 2 つのグラフ G と H の構造が等しいか
否か，すなわち G から H への同型写像が存
在するか否かを問う問題である．Gの頂点集
合からHの頂点集合への全単射 fが同型写像

であるとは，Gの任意の 2点 u, vに対して u
と vの間に辺があるとき，かつそのときに限
り f(u)と f(v)の間にも辺があるときをいう．
特に G から G への同型写像は G 上の自己同
型写像といい，与えられたグラフに非自明な
自己同型写像が存在するか否かを問う問題
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をグラフ自己同型性判定問題（GA）という． 
GI はグラフに関する問題としては非常に

基本的なものであることから，この問題が効
率的に解けるか否かは応用面からも重要で
ある．それゆえ，この問題を解くための効率
的なアルゴリズムの研究が盛んになされて
きたが，未だ多項式時間アルゴリズムは知ら
れていない．また，この問題の性質には不明
な点が多く，NP 完全であるか否かも分かっ
ていない．明らかにされている GI の性質に
は，多くの NP完全問題が持たないと思われ
る性質があり，このことは GI が NP 完全と
はならないであろうとの予想の根拠となっ
ている．したがって，GI は NPI の候補と考
えられており， P vs NP問題との関連から理
論的にも重要な問題である． 

GAは GIによく似た問題であり，GIと同
様，NPIの候補である．しかしながら，これ
らの問題が多項式時間等価であるか否かは
よく知られた未解決問題である．GAから GI
への多項式時間many-one還元は知られてい
るが，GIから GAへの多項式時間還元は知ら
れていない．また，GI は polynomial-time 
AND function を持つことは知られているが，
GA がそのような性質を持つか否かは知られ
ていない．このように，GIと GAは異なる性
質を持つ可能性があるが，これらの計算複雑
さの違いに着目した研究成果は少ない．GI
や GAに関連した問題は多数あるが，それら
の問題に対しては GAと多項式時間等価か？
GI と多項式時間等価か？といった多項式時
間等価性に関する研究がほとんどである．そ
れゆえ，GIと GAの間の性質や計算構造の違
いは興味深い問題である． 

 
２．研究の目的 

本研究の目的は，(1)GIや GAに対する既
知のアルゴリズムの改善および関連する問
題への拡張，(2)GI と GA の間の性質や計算
構造の違いの調査，および(3)実際的な問題へ
の GIや GAの応用を与えることである． 

 
(1) GIや GAに対する既知のアルゴリズムの
改善および関連する問題への拡張 

様々なグラフクラスに対して，GI や GA
を解くための多項式時間アルゴリズムが設
計されている．たとえば，クリークサイズを
制限した弦グラフに対しては，GIが効率的に
解けることが知られている(Nagoya, IEICE 
Trans. Inf. & Syst., 2002)．クリークサイズ
を制限しない弦グラフに対するGIはGI完全
であることが知られており，この結果は，弦
グラフのクリークサイズを制限することで
GIが効率的に解けることを示している．本研
究では，このアルゴリズムの計算量の改善を
試みる．また，GIや GAに関連する他の問題
に対する効率的なアルゴリズムの設計も検

討する．たとえば，制約付きグラフ同型性判
定問題は GIの自然な拡張であり，NP完全と
なることが知られている．GIを解くためのア
ルゴリズムを拡張することで，制約付きグラ
フ同型性判定問題のようなより一般化され
た問題に対する効率的なアルゴリズムも検
討する． 
 
(2) GIと GAの間の性質や計算構造の違いの
調査 
既に述べたように，GIと GAは異なる性質

や計算構造を持つ可能性がある．著者は，グ
ラフ自己同型写像の一部を求める問題と GA
の計算量の等価性を示したが，この結果は，
解の一部を求める問題に関しては，GAと GI
が異なる性質を持つことを示唆している．本
研究では，この結果を発展させることで，GA
と GIの性質の違いを示す． 
 

(3) 実際的な問題への GIや GAの応用 
グラフ構造で表現できる対象に対して，GI

や GAの応用を与える．たとえば，手書き文
字画像を認識するために，文字の構造をグラ
フとして表現し，その構造を解析する手法が
数多く提案されている．本研究では，部分グ
ラフ同型性判定問題を利用することで，静的
文字画像から得られるグラフの構造を解析
し，それを用いて筆順を復元するアルゴリズ
ムを設計する． 

 
３．研究の方法 
以下の 4つのテーマで研究を進める． 
 
(1)PrefixGIに対するアルゴリズムの改善 

著者は，クリークサイズを制限した弦グラ
フに対しては，GIが多項式時間で解けること
を証明したが，その証明の過程でより一般的
な問題に対するアルゴリズムを示した．具体
的には，2 つのグラフの頂点集合の間の部分
写像が与えられたとき，それを拡張する同型
写像が存在するか否かを問う問題を解くた
めのアルゴリズムを設計した．この問題は
PrefixGI と呼ばれ，GI と多項式時間等価で
あることが知られている．したがって，クリ
ークサイズを制限した弦グラフに対しては，
PrefixGIは多項式時間で解ける．しかしなが
ら，このアルゴリズムは無駄な計算をしてい
る可能性がある．このアルゴリズムの計算量
は与えられた部分写像の定義域のサイズに
依存しないものになっている．しかしながら，
与えられた部分写像の定義域および値域の
間の対応は固定されているため，定義域に含
まれる頂点の計算を省略できれば効率を改
善することができる．この観点から，より効
率の良いアルゴリズムの設計を行う． 
 
 



(2)制約付きグラフ同型性判定問題に対する
多項式時間アルゴリズムの設計 

関係 R⊆X×Y および X から Y への部分 
写像 f に対して，f が R 写像であるとは，任
意の v∈ Dom(f)に対して，(v, f(v))∉Rが成り
立つときをいう． また，2つのグラフ G=(V, 
E)，H=(W, F)および関係R⊆V×W に対して，
V から W への全単射 f が R 同型写像である
とは，fが Gから Hへの同型写像であり，か
つ R 写像であるときをいう．さらに，G か
ら H への R同型写像が存在するとき，Gと
Hは R同型であるという．制約付きグラフ同
型性判定問題(GIR)とは，2つのグラフの間の
R 同型性を問う問題である．GIR は，GI の
自然な拡張であり，NP 完全であることが示
されている(Lubiw, SIAM J. Comput., 1981)． 

本研究では，GI に対する既知のアルゴリ
ズムを拡張することで，GIRに対する多項式
時間アルゴリズムの設計を試みる． 

 
 (3)同型写像および自己同型写像の一部を求
める問題の計算量の解析 

グラフ同型性判定問題に対しては，その部
分解，すなわち同型写像の対応の一部を求め
るオラクルを用いることで，1 つの同型写像
が求まることが知られている(Große et al., 
Theory of Computing Systems, 2002)．一方
GA に対してはより強い結果が知られている．
すなわち，1 つの自己同型写像を求めるため
には，1 つの頂点がある自己同型写像によっ
て動かされるかあるいは固定されるかが分
かれば十分であり，頂点間の対応は必要ない
(Nagoya et al., Theoretical Computer 
Science, 2009)．また，GAに関連した問題で
ある RightGA についても同様の結果が示さ
れている．逆に，PrefixGA については，GI
と GAが多項式時間等価でない限りそのよう
な性質を持たないことが証明されている．
RightGAはGAと多項式時間等価な問題であ
り，PrefixGAは GIと多項式時間等価な問題
である．よって，これらの結果は GI と GA
の性質の違いを示唆している．これらの証明
のアイデアを GI や GA に関連した他の問題
に対して適用することで，GIと多項式時間等
価な問題が持つ性質と GAと多項式時間等価
な問題が持つ性質の違いを示す． 
 
(4)他の問題への GIや GAの応用 

オフライン文字認識では，静的な手書き文
字画像からその文字を認識する．この場合，
筆順などの動的な情報を用いることができ
ないため，一般的にはオンライン文字認識よ
りも精度が低い．そこで，静的な文字画像か
ら筆順などの動的な情報を復元できれば，オ
フライン文字認識の精度の向上が見込める． 

筆順を復元するためのアルゴリズムの多
くは，文字データを無向グラフで表現し，得

られたグラフの構造を解析するものである．
しかしながら，そのほとんどは発見的手法に
もとづくものであり，アルゴリズムの正しさ
が理論的に保障されているものは少ない． 

Kato らは，発見的ルールをできる限り使
わずに筆順を復元するアルゴリズムを設計
した(Kato et al., IEEE Trans. Patt. Anal. 
Mach Intell., 2000)．しかしながら，彼らの
アルゴリズムはループ構造の入れ子など，複
雑な構造を持つ手書き文字に対しては，その
筆順を正しく復元することはできない．そこ
で，部分グラフ同型性判定問題を用いてグラ
フの部分的な構造を解析することで，より一
般的な手書き文字に対しても正しく筆順を
復元するアルゴリズムを設計する．  
 
４．研究成果 
以下の 3つの結果が得られた． 
 
(1)制約付きグラフ同型性判定問題に対する
多項式時間アルゴリズム 

クリークサイズを制限した弦グラフに対
する GIR を解くための多項式時間アルゴリ
ズムを設計した．このアルゴリズムは，弦グ
ラフの tree modelが，木の同型性に関して一
意に定まることを利用し，木の葉から根に向
かう動的計画法により R 同型性を判定する．
この結果から，クリークサイズを制限するこ
とで，GI だけでなくより難しい問題である
GIRが解けることが分かる．  

 
(2)PrefixGI に対する多項式時間アルゴリズ
ム 

クリークサイズを制限した弦グラフに対
して PrefixGI を解くための多項式時間アル
ゴリズムを設計した．このアルゴリズムは，
PrefixGI から非連結な弦グラフに対する
GIR への還元を利用することで実現されて
いる．また，このアルゴリズムの計算量は，
既に知られているクリークサイズを制限し
た弦グラフに対する PrefixGI を解くための
アルゴリズムの時間量を改善している． 
 
(3)静的文字画像からの筆記運動の復元 

手書き文字の構造を表現する無向グラフ
に対して，部分グラフ同型性判定問題を利用
することでダブルトレースなどの構造を発
見し，その筆順を復元するアルゴリズムを設
計した．このアルゴリズムの計算量は，スト
ロークの交差数に関する線形時間であり，既
存のアルゴリズムより高速である．また，よ
り実用的なアルゴリズムを設計するため，確
率的タブーサーチを用いて筆順を復元する
アルゴリズムを設計し，高い精度で正しい筆
順を復元できることを実験的に示した． 
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