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研究成果の概要（和文）：Punctured spectrum で局所自由な Cohen-Macaulay 加群の構造を精密

に調べ，完備化上の Cohen-Macaulay 加群に関する Keller-Murfet-Van den Bergh の結果を回復

した。そして，超曲面上の Cohen-Macaulay 加群からなる分解部分圏および特異圏の thick 部分

圏を特異軌跡の特殊化閉部分集合によって完全に分類した。応用として，Tor加群の rigidity

に関する Huneke-Wiegand の定理を回復した。 

 
研究成果の概要（英文）：The structure of Cohen-Macaulay modules that are locally free on 
the punctured spectrum was investigated, and a result of Keller, Murfet and Van den Bergh 
on Cohen-Macaulay modules over the completion was recovered. The resolving subcategories 
of Cohen-Macaulay modules over a hypersurface and the thick subcategories of the 
singularity category were classified completely by using specialization closed subsets 
of the singular locus. As an application, a theorem of Huneke and Wiegand on the rigidity 
of Tor modules was recovered.  
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１．研究開始当初の背景 

私の専門は可換環論である。私は特にそれ
の表現論的側面に興味を持って現在まで研
究してきた。具体的には，現代の可換環論に
お い て 中 心 的 な 役 割 を 果 た し て い る
Gorenstein 環 と そ の 拡 張 概 念 で あ る
Cohen-Macaulay 環を常に眺めながら，可換環
上の加群をホモロジー代数を駆使すること
で考察してきた。以下，環は概ね可換 Noether
環，加群は有限生成加群を意味する。 

(1) 全反射加群の研究 
 全反射加群は，自由加群と Gorenstein 環
上の（極大）Cohen-Macaulay 加群の共通の一
般化にあたる加群である。 Auslander と
Bridgerが 1960年代に導入し展開したＧ次元
と呼ばれる加群の不変量の概念が現在まで
盛んに研究されてきているが，全反射加群は
Ｇ 次 元 が 0 の 加 群 の こ と で あ る 。
Avramov-Martsinkovsky-Holm の定理により，
Ｇ次元が有限の加群の理解は全反射加群の
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理解に帰着する。Gorenstein 環上の加群はみ
なＧ次元が有限なので，全反射加群が理解で
きれば Gorenstein 環上の加群が理解できる
ことになる。私は，一般の環上で全反射加群
を調べることで Gorenstein 環上の加群を知
ることを目指し，さまざまな知見を得てきた。 

Auslander-Buchweitz の 定 理 は
「Gorenstein Hensel 局所環上では，加群圏
の中で全反射加群全体のなす部分圏は反変
有限である」ということを述べている。これ
は，Gorenstein 局所環の加群圏は，全反射加
群の圏と射影次元が有限な加群の圏の“貼り
合わせ”で構成されている，ということを意
味していて，その後の可換環論に大きな影響
を与えた重要な定理である。私は，この定理
の逆に相当する主張「非自由全反射加群を持
つ Hensel 局所環は，全反射加群全体のなす
部分圏が反変有限ならば Gorensteinである」
を証明した。そして「完備局所環が単純特異
点であるための必要十分条件は，非自由直既
約全反射加群が一個以上かつ有限個である
ことである」という系を与えた。これは，全
反射加群は基礎環の Gorenstein 性に関わら
ず同様の振舞いをするだろうという大方の
予想を覆す結果であり，世界各国の研究者か
ら大きな反響を得た。この他，全反射加群に
よって近似される加群のなす圏の構造解析，
環の特異軌跡の次元による全反射加群の個
数評価，滑らかな射影曲線から全反射加群を
構成する方法の構築，Eisenbud の行列因子化
定理と Knörrer の周期性定理の全反射加群版
の構成等を行ってきた。 
(2) 全反射加群の部分圏から一般の分解部
分圏へ 
 Abel 圏の分解（resolving）部分圏の概念
は，1960年代に Auslander と Bridger が導入
した概念である。彼らは，加群圏の中で全反
射加群全体のなす部分圏が分解部分圏にな
ることを証明した。Cohen-Macaulay 局所環上
の Cohen-Macaulay 加群全体のなす部分圏も
分解部分圏であり，分解部分圏の概念は多く
の重要な部分圏を包括する概念である。私は
全反射加群（のなす部分圏）の研究で数多く
獲得した知見を基にして，一般の分解部分圏
の研究を行ってきた。 

Auslander と Reiten は大域次元が有限な
Artin 多元環の加群圏の反変有限分解部分圏
を余傾加群を用いて分類した。これにより反
変有限分解部分圏の概念が傾理論と密接な
関係にあることがわかり，以来反変有限分解
部分圏の概念は多元環の表現論において重
要な役割を果たしてきた（なお当該論文は彼
らの 100編以上の論文の中で最も引用されて
いる）。私は任意の Gorenstein Hensel 局所
環上の反変有限分解部分圏の完全に分類し
た。前述の Auslander-Reiten の分類は大域
次元の有限性が本質的なので，大域次元の有

限性を仮定しない私の分類は非常に驚くべ
き結果であると絶賛されている。また，上で
述べた Auslander-Buchweitzの定理の逆のよ
り体系的な別証明を副産物として得たこと
も注目の的となっている。一方，導来圏の
thick 部分圏の中で鎖複体がどのように分布
しているかを調べた Avramov, Buchweitz, 
Iyengar, Miller の研究の類似物として，加
群圏の分解部分圏の中で加群がどのように
分布しているかを調べた。そして，局所環上
の分解部分圏には局所自由加群が“稠密”に
存在することを示した。この論文のレフェリ
ーからは「任意の局所環上の任意の分解部分
圏に対してこれ程までに強い結果が得られ
たことは非常に驚きである」との評価を得た。
また，この結果を得る上で，高々可算個の加
群から成る分解部分圏の非自由軌跡が 1次元
以下であることがわかった。これは Schreyer
予想を解いた Huneke-Leuschkeの定理と私が
以前書いた論文の主定理を系として与える。 
(3) その他 

Neeman による導来圏の局所部分圏の分類
の加群版として加群圏の部分加群と拡大で
閉じた部分圏を分類し，Neeman による分類と
Gabriel による加群圏の局所部分圏の分類と
Krause による加群圏の連接部分圏の分類を
一つに統合した。また，多くの重要な環のク
ラスを含む概念である有限Ｆ表現型の環上
の D加群に関する先駆的研究を行い，正則環
の 局 所 化 の D 加 群 構 造 に 関 す る
Alvarez-Montaner-Blickle-Lyubeznik の定
理と正則環上の局所コホモロジーの素因子
の有限性に関する Huneke-Sharp の定理を有
限Ｆ表現型の環に拡張した。 
 
２．研究の目的 
 主に次の問題に取り組む。 
問 題 １  Gorenstein 局 所 環 上 の
Cohen-Macaulay 加群からなる分解部分圏の
分類 
問 題 ２  ホ モ ト ピ ー 圏 に よ る
Cohen-Macaulay 安定圏の表示 
問題３ 全反射加群の圏が概分裂列をもつ
局所環の Gorenstein 性 
問題４ Cohen-Macaulay 局所環上の反変有
限分解部分圏の分類 
問題５ 有限Ｆ表現型の環の表現論 
 
３．研究の方法 
(1) ２２年度は問題１，２に取り組む。 
① 問題１について。この分解部分圏の分類
問題は昨年から既に取り組み始めていて，最
近超曲面上での分類が完成した。今後はこれ
を一般の完全交差局所環，Gorenstein 局所環
上に拡張することを考える。超曲面のときは，
0 次元に落としたときに環が有限表現型にな
り全ての直既約加群が分類されていること



がキーだった。一般の 0次元 Gorenstein 環
上の直既約加群は分類されていない（できな
い）ので，別の方法を考える必要がある。そ
こで，超曲面のときに駆使した局所化を使う
ことをやめて，良い巴系で剰余して 0次元に
落とすことを考える（この方法だと加群の分
類がなくても分解部分圏の分類が可能とな
る）。一方，分解部分圏の分類は素イデアル
を用いて行うが，基礎環の素イデアルだけで
は少なすぎて全ての分解部分圏を分類でき
ない可能性がある。そこで，拡大環や準同型
像を考えて環を膨らませ，素イデアルを増や
すことを考える。最近 Iyengar が行った完全
交差環上の導来圏の thick 部分圏の分類も
Hochschild コホモロジー環の素イデアルを
用いたので，効果的な考え方だと考えられる。 
② 問題２について。現在，特殊線形群の有
限部分群の不変式環上の Cohen-Macaulay 次
数加群の安定圏の考察を行っている。現在ま
でにその圏の傾対象の構成に成功し，その圏
がその傾対象の自己準同型環の射影加群の
有界複体のホモトピー圏と三角同値になる
ことを証明した。今後はより一般の次数付き
Gorenstein 環上で同様のことができないか
考える。ホモトピー圏や導来圏の thick部分
圏の分類については多くの研究があるため，
この問題の考察を通して得られた知見は問
題１の解決にも繋がることが期待される。 
(2) ２３年度以降は問題３～５に取り組む。 
① 問題３について。概分裂列は，現代の多
元環の表現論において中心的な役割を果た
している Auslander-Reiten 理論で主役を担
う完全列である。孤立特異点を持つ
Cohen-Macaulay 完備局所環上の
Cohen-Macaulay 加群の圏は概分裂列を持ち
（Auslander），概分裂列を持つ加法圏の反変
有限部分圏は概分裂列を持ち
（Auslander-Smalø），全反射加群の圏が
Cohen-Macaulay 加群の圏の中で反変有限に
なる局所環は Gorensteinである。そこで，「全
反射加群の圏が概分裂列を持つ局所環は
Gorenstein か？」という問題を考える。全反
射加群の圏は Frobenius圏なのでその安定圏
は三角圏になる。全反射加群の圏が概分裂列
を持つことは全反射加群の安定圏が概分裂
三角を持つことと同値であり，それは全反射
加群の安定圏が Serre関手を持つことと同値
であり（Reiten-Van den Bergh），それはさ
らに任意の全反射加群の正準双対が全反射
加群による近似を持つことと同値になるこ
とが現在までにわかっている。特徴的な全反
射加群を色々用意しそれらの正準双対が全
反射加群による近似を持つ条件を考察し，問
題の解決を試みる。 
② 問題４について。反変有限分解部分圏の
分類は Gorenstein Hensel 局所環上では完全
に成し遂げられたが，一般の Cohen-Macaulay 

Hensel 局所環上では，ある特定の加群を含む
反変有限分解部分圏の分類しかまだできて
いない。一般の Cohen-Macaulay Hensel 局所
環上の反変有限分解部分圏を分類すること
ができればそれだけで重要な成果であるが，
直既約加群を有限個しか含まない部分圏と
いう特別な反変有限部分圏に対する応用も
見込まれる。その特定の加群を含むという条
件を外すこと，あるいは別のより自然な条件
に置き換えることを考えていく。 
③ 問題５について。有限Ｆ表現型の環上の D
加群については強い結果を得ることができ
たが，有限Ｆ表現型の環の概念が有限
Cohen-Macaulay 表現型の Cohen-Macaulay 局
所環の概念の拡張であるように，そこには表
現論的な側面が必ずあると私は信じている。
すなわち，有限Ｆ表現型の環の加群圏は何ら
かの“有限性”を持っているはずであり，そ
れを見出すことができればそこから正標数
の可換環の表現論が展開されることが期待
される。その“有限性”を探るべく，まずは
正標数の有限 Cohen-Macaulay 表現型の
Cohen-Macaulay 局所環について，Frobenius
写像を複数回合成した写像を通して元の環
を見たときの加群構造を調べる。特に，その
加群の直和因子に全ての直既約
Cohen-Macaulay 加群が現れるのかどうかを
はっきりさせたい。これが肯定的にわかれば，
その加群の自己準同型環の大域次元の有限
性（戸田-安田の結果の拡張）が従い，それ
の有限Ｆ表現型の環への拡張も期待される。
一方，有限Ｆ表現型の環の研究はまだ始まっ
たばかりであり，先行結果が少ない。そこで，
有限Ｆ表現型の環自体の問題にも取り組み，
そこから本目的に歩み寄ることも併せて考
える。具体的には，有限Ｆ表現型の Fermat
型超曲面を特徴付けること，また有限Ｆ表現
型という性質が極小素因子による剰余で保
たれるかどうか，行列式環は常に有限Ｆ表現
型になるかどうかを解明することを目指す。 
 
４．研究成果 

部分圏の分類研究は 1960 年代の Gabriel
による加群圏の Serre部分圏の分類に始まり，
近年では私と Krauseによる加群圏の wide部
分圏の分類などがある。三角圏についてはと
りわけ thick部分圏の分類研究が盛んである。
Devinatz-Hopkins-Smithが p局所安定ホモト
ピー圏のコンパクト対象からなる thick部分
圏を分類した後，Hopkins と Neeman が可換
Noether 環上の完全複体の導来圏の thick 部
分圏を分類し，Thomason がこれをスキームに
拡張した。Benson-Carlson-Rickard は有限 p
群の有限次元表現の安定圏の thick部分圏を
分類し，Friedlander-Pevtsova がこれを有限
群スキームに，Benson-Iyengar-Krause が導
来圏に拡張した。このように部分圏の分類は



環論・ホモトピー論・代数幾何学・モジュラ
ー表現論が共有する研究テーマであり，分野
間の交流を通して活発に研究されている。 

私は，以前考察して得た非自由軌跡および
分解閉包に関する結果を用いて，punctured 
spectrum で局所自由な Cohen-Macaulay 加群
の構造を精密に調べた（これにより完備化上
の Cohen-Macaulay 加 群 に 関 す る
Keller-Murfet-Van den Bergh の定理が回復
さ れ た ）。 そ し て 超 曲 面 局 所 環 上 の
Cohen-Macaulay 加群からなる分解部分圏を，
特異軌跡の特殊化閉部分集合によって分類
した。さらにそれを用いて，超曲面局所環の
特異圏の thick 部分圏を分類した。これは前
述の Benson-Carlson-Rickard の定理の高次
元版の一部を形成するものであり注目を集
めた。応用として，Tor 加群の rigidity に関
する Huneke-Wiegand の定理を回復し，加群
圏の thick部分圏のうち自由加群を含むもの，
導来圏の thick部分圏のうち完全複体を含む
ものを完全に分類した。 
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