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研究成果の概要（和文）：正標数の代数多様体上のベクトル束がフロベニウス写像による直像をとることで安定性が保
たれるかどうかという問題とそれに関連する問題について研究した。既に得られている曲面の場合の結果で重要な役割
を果たした半安定な余接束、あるいは指定回数のフロベニウス写像による引き戻しで半安定性が崩れる余接束を持つ多
様体を探索し、半安定性とフロベニウス写像との関係をより理解するための計算を進めた。

研究成果の概要（英文）：I studied the problem of whether taking direct images of semistable vector bundles
 on algebraic varieties in positive characteristic by Frobenius morphisms preserves thier semistability or
 not and related problems.  Calculations to find concrete examples of algebraic surfaces whose cotangent b
undles are semitable or are not semistable by Frobenius pullback several times were proceeded.  In additio
n, I studied a pseudorandom number generator AST using an Artin-Schreier tower and its properties as an ap
plication of algebra in positive characteristic.
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１．研究開始当初の背景 
正標数の代数幾何の大きな特徴は、非分離
的な射の存在である。正標数の代数閉体上の
代数多様体とその上のベクトル束を考える
と、多様体の上には絶対フロベニウス写像(以
下、フロベニウス写像)という非分離的な射の
典型が存在する。フロベニウス写像によるベ
クトル束の引き戻しという操作と安定性の
関係は、正標数代数幾何学では基本的な問題
として考えられてきた。しかし次のように、
フロベニウス写像による直像と安定性の関
係は、自然な対象にもかかわらず近年になっ
て研究が始まった状態であった。 

 
(1) フロベニウス写像による直像の安定性
そのものの問題 

Langeと Paulyは、種数が 2以上の曲線上
の場合に、直線束がフロベニウス写像による
直像をとる操作によって常に安定ベクトル
束になることを示した。これを動機として、
研究代表者は、代数多様体上のベクトル束を
フロベニウス写像による直像をとる操作で
安定性、または半安定性が保たれるか、崩れ
るのかという自然な問題に取り組み始めた。 
上記の Langeと Paulyの自然な高次元化・
高階数化として、半安定な余接束を持つある
種の曲面上の直線束の場合、あるいは余接束
の直線束ひねりの場合への一般化を隅廣秀
康氏と共同で研究し、肯定的に解決した。こ
の、曲面への一般化の過程で、フロベニウス
写像によるベクトル束の直像そのものでは
なく、直像をさらにフロベニウス写像により
引き戻す操作を加えて考え、その引き戻しの
上に標準的フィルタ付けという自然なフィ
ルタ付けを導入し、それに標準接続という古
典的な道具を組み合わせることが我々の証
明の鍵となり、重要な役割を果たした。 

 
しかし、曲面の場合の結果のさらなる高次
元化・高階数化のためには、この標準的フィ
ルタ付けのさらなる深い解析、特に標準的フ
ィルタ付けの次数成分に現れる切り落とし
対 称 テ ン ソ ル 積 (truncated symmetric 
tensor product) の安定性、すなわち正標数
独特のテンソル積と半安定性の関係の解明
といった、正標数における半安定性の深い理
解が求められていた。 

 
(2) フロベニウス写像による直像と安定性
の現象の正標数の代数幾何学への応用 
また、上記の曲面の場合への我々の一般化
は、正標数一般型代数曲面の地理の問題、正
標数における小平消滅定理の問題、de Rham
複体との関係などにも関係することがわか
っており、フロベニウス写像によるベクトル
束の直像とベクトル束の安定性という問題
を通したこれらの問題への応用や関係の解
明が期待されていた。 
 
２．研究の目的 

本研究の目的は、フロベニウス写像による
直像の安定性を通じて正標数の代数幾何学
における新しい知見を得ることである。具体
的には、大きく次の 2つである。 

 
(1) フロベニウス写像による直像の安定性
そのものの理解 
正標数の代数多様体上のベクトル束がフロ
ベニウス写像による直像をとることで安定
性が保たれるかどうかという自然な問題の
曲線上の直線束の場合にあたる Lange と
Paulyの定理を、曲面上の直線束の場合に一
般化した過程で現れた、標準的フィルタ付け
をさらに解析することで、この結果のさらな
る高次元化・高階数化を得ること、より具体
的には、標準的フィルタ付けの解析のために、
正標数独特のテンソル積と半安定性の関係
をもっと深く知ることである。 

 
(2) フロベニウス写像による直像と安定性
の現象の正標数の代数幾何学への応用や例
を広げること 
フロベニウス写像によるベクトル束の直像
の安定性の問題を通して、正標数一般型代数
曲面の地理の問題、正標数における小平消滅
定理の問題、de Rham複体との関係といった
応用へと問題とその理解を広げていくこと
である。 
また、実際に定理の条件として現れた、半
安定な余接束を持つ代数曲面、あるいは、指
定した回数のフロベニウス写像による引き
戻しで半安定性が崩れる余接束を持つ代数
曲面の具体的な例を探索し、その現象が起こ
る条件や背後にある性質は何なのかを知る
ことで、正標数代数幾何の深い理解を得るこ
とである。 
 
３．研究の方法 
 
(1) 半安定な余接束を持つ正標数の代数曲
面・多様体の探索 
これまでの研究で標準的フィルタ付けの次
数部分に現れる切り落とし対称テンソル積
と余接束の半安定性の解析が重要であり、そ
の解析の際に、多様体が半安定な余接束を持
つという性質が重要な役割を果たした。 
そこで、半安定な余接束を持つ正標数の代
数曲面の具体例を調べるために、半安定な余
接束、あるいはそのフロベニウス写像による
指定回数の引き戻しで半安定性が崩れる余
接束を持つ多様体の例を構成するための具
体的な計算を曲面の場合で定義通りの方法
で行った。ピカール群がわかりやすい曲面を
選択し、その上の直線束が余接束あるいはそ
の数回のフロベニウス写像による引き戻し
に含まれる条件を計算することにより行っ
た。 
 
(2) 正標数の応用 
そのほか、正標数の代数学の応用として、



有限体の Artin-Schreier 拡大の列である
Artin-Schreier 塔の上の積構造を利用した
疑似乱数生成法(AST と命名)の研究を行った。
これは宋慧玲氏, 伊藤浩行氏との共同研究
である。 
有限体の Artin-Schreier 拡大の理論的な
性質からこの疑似乱数の周期と均等分布性
といった性質を研究した。 
実際にアルゴリズムを C言語及び C++言語
により実装し、疑似乱数を生成できるように
し、性質の数値実験・統計的検定ができるよ
うにした。 
 
 
４．研究成果 
曲面の余接束やそのフロベニウス写像によ
る引き戻しが半安定になるような曲面を上
記の方法により探索したが遺憾ながら未だ
に新しいと呼べる例の構成・発見には至って
はいない。したがって、これについて国内外
における位置づけやインパクトについては
特筆することは未だ存在していない。しかし
ながら、今後の展望として、これからさらに
時間をかけてピカール群のわかりやすい曲
面を探索することにより同じ方法の計算か
ら興味深い例が見つかる可能性があると思
われ、継続調査すべきである。また、この方
法により、余接束のみならず他の階数 2のベ
クトル束についてもその半安定性が計算で
きるのではないかという感触を得ており、そ
の一般化に向けての計算代数的アルゴリズ
ムの研究の方向にも発展が見込める。この方
向の研究についても今後の課題としたい。 
また、正標数の代数学の応用としての研究
である Artin-Schreier 塔を利用した疑似乱
数生成法 AST については、そのアルゴリズム
から性質を解析し、また数値実験と TestU01
というパッケージによる統計的検定をまと
めて論文として出版した。成果として、この
疑似乱数生成法 AST は、一般には予想の段階
であるがかなり長い周期を実現できる見込
みがあり、また TestU01 によりその疑似乱数
としての統計的性質は非常によいことが確
かめられた。また、現在の実装ではそのアル
ゴリズムから生成速度が高速ではないこと
も確かめられた。有限体上の代数学を利用し
た疑似乱数生成法としてはメルセンヌ・ツイ
スタという非常に長周期で均等分布性もよ
く生成速度も高速な生成法が今日では広く
知られ利用されているが、この AST は生成速
度のデメリットを除けば新しい疑似乱数生
成法の作り方として国内外に一定のインパ
クトがあるものと考えられる。今後の展望と
しては、より精密な周期の評価をすることと、
疑似乱数としての均等分布次元を正確に計
算することにより、疑似乱数としての性質が
よいことが解明されることが期待される。 
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