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研究成果の概要（和文）：複素半単純リー群の非対称な球複素等質空間に対して強可視的作用の

視点から研究を行った．本研究課題では，既約なアフィン球等質空間のうち，４対称空間とケ

ーリー型球等質空間の１つ，準アフィン球等質空間のうち複素半単純リー環における複素球冪

零軌道に対して，強可視的作用を持つことを証明した．さらに，この強可視的作用における各

軌道と交叉するスライスを具体的に与えた． 
 
研究成果の概要（英文）：We study non-symmetric spherical homogeneous spaces of complex 
semisimple Lie groups by strongly visible actions. We treat spherical and 4-symmetric 
space and a certain Cayley-type spherical variety which are irreducible affine homogeneous 
spaces and spherical complex nilpotent orbits in a complex semisimple Lie algebra which 
are quasi-affine. Further, we give a concrete description of a slice which meets every orbit.  
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１．研究開始当初の背景 
 複素多様体における可視的作用という概
念は 2004 年に小林俊行によって提唱された．
可視的作用の概念は，複素多様体上の正則ベ
クトル束において，正則切断のなす空間に実
現される表現が無重複であるための，底空間
における幾何的十分条件として導入された
（無重複性の伝播定理）．無重複表現の例は
これまでに散在的に発見されてきたが，この
定理によって，有限次元表現のみならず連続

スペクトルを含む無限次元表現に対しても，
広い範囲で無重複表現を統一的な説明を与
える，という理論が進展している． 
 可視的作用自身の研究も近年行われてい
る．小林は，強可視的作用の定義を提唱した
論文において様々な具体例を提示した．また，
エルミート対称空間や A 型旗多様体を強可
視的作用の視点から研究を行った．研究代表
者は，線型空間に対する研究を行い，複素簡
約リー群のコンパクト実型が線型空間に可
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視的に作用するための必要十分条件として，
線型空間上の多項式環に自然に誘導される
表現が無重複性であることを証明した．この
結果は，表現論における無重複性と複素多様
体における可視的作用という２つの異なる
概念が，線型空間の場合に同値であることを
表している．一方，対称とは限らない等質空
間や，より一般に等質空間でない複素多様体
に対しても，無重複表現を背景にもつクラス
に対しては，線型空間の場合と同様に可視的
作用が存在し，表現論との深い関係が存在す
るものと期待される． 
強可視的作用において，この作用における

各軌道と交叉する部分多様体（これをスライ
スとよぶ）を研究することは興味深い．特に，
スライスの具体的記述方法を与えること，ま
た幾何構造を研究することが重要な問題と
考えられる．この問題に対し，対称空間の場
合は古典的なカルタン分解によって解決さ
れる．線型空間の場合は，空間によって構成
方法は異なるものの具体的にスライスを与
えた．一方，これらのいわゆる平坦な空間と
は異なり，非対称な等質空間の場合は一部の
例を除き一般論はほとんど知られていない．
表現論を背景に持つ等質空間に対する上述
の予想は，空間の幾何構造を群の作用による
スライスの視点から研究する第一歩となる． 
強可視的作用におけるスライスを研究す

るもう１つの理由として，スライスと表現の
既約分解との関係が挙げられる．線型空間や
対称空間の場合，スライスとして，空間の上
の関数空間に定まる表現の既約分解におけ
るサポートの階数とスライスの次元が一致
するようなものを選ぶことができることが
明らかになっている．この結果は，他の多様
体においても成り立つと予想されている． 
 
２．研究の目的 
 線型空間における研究の次のステップと
して，複素半単純リー群の球等質空間に対し
て可視的作用の視点から研究を行う． 

半単純複素対称空間は球等質空間である．
一方，半単純複素対称空間における半単純対
称対の作用は強可視的である．本研究課題で
は，非対称な場合を研究し，コンパクト実型
の作用が強可視的かどうかを判定するとと
もに，各軌道と交叉するスライスを具体的に
記述することを目指す．また，スライスの構
成法に関する一般論の構築を通して球多様
体の幾何構造を模索する． 

複素等質空間が球多様体であるとき，その
上の関数空間に誘導される表現が無重複で
ある．本研究が肯定的に解決されると，既約
なアフィン等質空間に対して，可視的作用と
無重複表現との同値性が明らかになり，線型
空間と同様の結果を得る． 
 

３．研究の方法 
 無重複性の伝播定理によって，複素等質空
間上の関数空間に自然に定義される表現が
無重複ではないとき，強可視的作用ではない
ため，本研究課題は表現論を背景にもつ等質
空間に対して行う． 
アフィン球複素等質空間は Krämer，Brion，

Mikityuk によって分類が与えられた．非対称
かつ既約なものは，非管状型エルミート対称
空間の複素化上の複素直線束が３種類，定曲
率の球等質空間が２種類，ケーリー型と呼ば
れるクラスが３種類，４対称空間（および４
対称空間と中心の直積）が４種類の計１２種
類に分類されている．本研究はこの分類に沿
って遂行する． 
強可視的作用における先行研究を鑑みる

と，次の方法が有効であると考えられる． 
(1) カルタン分解の一般化と編み上げの手

法．これまでに発見された強可視的作用
の多くは，スライスを構成する際に群の
構造定理や分解定理が重要な役割を果
たす．コンパクトリー群のカルタン分解
は Hoogenboom や松木敏彦によって理論
が整備された．非コンパクト簡約リー群
の古典的なカルタン分解の拡張として，
Flensted-Jensen は対称空間に対するカ
ルタン分解を与えた．近年，非対称な等
質空間に対する研究も行われている．小
林はＡ型旗多様体における可視的作用
の研究において，いくつかの対称空間の
カルタン分解を準備しそれらを「編み上
げる」という方法を提唱した．この方法
が効果的と考えられるのは，非管状型エ
ルミート対称空間の複素化を底空間と
する複素直線束は非対称な球シュタイ
ン多様体や４対称空間の１つに対して
実際に適用し，カルタン分解の一般化を
与え，強可視的作用をもつことを証明し
たことによる．他の４対称空間や既約で
ないアフィン球等質空間に対しても，編
み上げによる手法を用いてカルタン分
解の一般化を考察し，群作用におけるス
ライスの構成を行う．これにより，強可
視的であることを証明する． 

(2) 線型空間に実現して証明する方法．定曲
率の球等質空間として，複素線型空間内
の複素球面や複素射影空間が知られて
いる．これらの空間における群作用は複
素線型空間の標準座標を用いて行列計
算によって考察可能であるという点で
有効である．実際に，G2型例外単純リー
群の３次特殊複素直交群 SL(3,C)による
商空間は７次元複素球面と双正則同相
であることから，強可視性を証明するこ
とができる．３種類のケーリー型球等質
空間もある線型空間の領域として実現
可能であることを証明し，具体的に群作



 

 

用による軌道を記述することで強可視
的であることの証明を与える． 

 
複素単純リー環における冪零軌道を可視

的作用の視点から研究を，Ａ型の場合に小林
によって行われた研究手法を適用して行う．
冪零軌道は，グラスマン多様体におけるハミ
ルトン作用のモーメント写像の像（のザリス
キ閉包）として実現できる．冪零軌道におけ
る作用の強可視性の証明を，ファイバーへの
強可視的作用から誘導されるという視点か
ら行う．ファイバーはリー環の（線型空間と
しての）部分空間であるため，この作用の研
究において線型空間の結果を応用すること
が可能である．複素単純リー環における球冪
零軌道は Panyushevによって分類が与えられ
た．球冪零軌道の分類に沿って強可視的作用
の研究を行う． 
 
４．研究成果 
(1) SO(8,C)/G2(C)における強可視的作用．本

等質空間は，ケーリー型球等質空間の１
つである．この空間の被覆空間は，複素
ケーリー代数に実現される７次元複素
球面の直積として実現される．そこで，
コンパクトスピノル群の７次元複素球
面の直積への作用を考察し，標準座標を
用いて３次元のスライスを具体的に構
成し，強可視的であることを証明した．
SO(8,C)/G2(C)の強可視性は，被覆空間か
らの２重被覆写像を用いることで証明
を与えた．なお，本等質空間の被覆空間
は３対称空間であることが知られてい
るが，この視点による解釈はまだ与えら
れていない． 

(2) ４対称空間における強可視的作用．既約
なアフィン球等質空間のうち，３種類の
４対称空間に対してコンパクト実型の
作用が強可視的であることを証明した．
編み上げによる手法を用いて，４対称球
等質空間に対するカルタン分解の一般
化を与え，スライスを構成した．４対称
空間は，底空間・ファイバーともに対称
空間となるファイバー束の構造をもつ．
特に球等質空間の場合，底空間は実階数
１であることを突き止めた．この事実は
４対称空間が球多様体であることを特
徴付けていると考えられる．底空間，フ
ァイバーに対するカルタン分解を与え
ても，この２つだけでは求める分解に到
達できない．そこで，コンパクト群の非
対称部分群による分解定理を考察する
ことが必要となるが，底空間の実階数が
１であることにより，コンパクト球面に
おける作用による軌道分解により求め
る．以上により，カルタン分解の一般化
を得た．なお，我々が構成したスライス

の次元はファイバーの実階数のほぼ２
倍となっているが，その理由については
明らかになっていない． 

(3) 複素単純リー環における球冪零軌道と
強可視的作用．複素単純リー環における
内部自己同型の作用に対して，球冪零軌
道におけるコンパクト実型の作用は強
可視的であることを証明した．特に，分
類にある各球冪零軌道に対して，スライ
スを具体的に与えた．これにより，複素
冪零軌道に対して，球多様体，強可視的
作用の２つの概念が同値であることを
得た． 
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