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研究成果の概要（和文）： 
滑らかな普遍タイヒミュラー曲線の境界とその上への円周の微分同相群の部分群の作用

について考察した. また, 二つの有限群の自由積の円周への作用の中でフックス群として
の作用を回転数に関する条件で特徴づけた.  
さらに, 収束群作用を許容する群の既約 C*群環の単純性について明らかにした一方で, 

与えられた群の二つの幾何学的有限な収束群作用の間に同変写像が存在するための必要十
分条件を与え収束群作用の構成に利用した.  
 
研究成果の概要（英文）： 

We studied a boundary of the smooth universal Teichmüller curve and the action of 
subgroups of diffeomorphism group of the circle on this boundary. Among actions of free 
product of two finite groups on the circle, we characterized Fuchsian actions in terms of 
rotation number.  

We obtained a result about simplicity of  the reduced group C*-algebra of a group 
admitting convergence actions. We gave a necessary and sufficient condition for two 
geometrically finite convergence actions to admit an equivariant continuous map and 
applied it to construct examples of convergence actions. 
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１．研究開始当初の背景 
次元の低い多様体への無限離散群の作用に
ついては近年研究が進んでいる. その中で, 
円周への作用は特に多くの結果が得られて

いるが , 近年得られている結果の多くは
Zimmer のプログラムに基づいて円周にほぼ
自明にしか作用できない, すなわち, 任意の
作用が有限群の作用を経由する, ような群を



見出すものであった. なお, 以下では円周へ
の作用は向きを保つもののみを考える.  

一方, 円周に滑らかに作用する無限離散群
の知られている例は少ない. 特に円周の微分
同相群の離散部分群はトンプソン群の埋め
込みを除いてはフックス群以外にほとんど
知られていなかった.  
 
(2) 収束群作用について 

収束群作用はクライン群の球面への作用
の力学系的な一般化として導入された概念
である. 円周への収束群作用はフックス群の
作用と位相共役であるという「収束群定理」
が知られていた.  
一方, 円周への擬メビウス作用、すなわち

各々の元の作用はメビウス変換と位相共役
な作用であって, フックス群の作用と位相共
役でないものが存在することも知られてい
た. しかし, 有限生成群の滑らかな作用でそ
のようなものが存在するか知られていなか
った.  
 
 
 
２．研究の目的 
(1) 円周の微分同相群について 
① 円周の微分同相群の離散部分群につい
て, 円周の微分同相群の回転のなす部分群に
よる商空間として定義される滑らかな普遍
タイヒミュラー曲線への作用を理解するこ
とを目的としていた. 特に, 「収束群定理」
の類似として, 滑らかな普遍タイヒミュラー
曲線への作用に関する条件により円周の微
分同相群の離散部分群の中でフックス群と
位相共役なものを特徴づけることを目指し
ていた.  
 
② 擬メビウス作用など円周への収束群作
用について、収束群作用とのの類似点・相違
点などを明らかにすることを目的にした. 
 
③ 研究後半ではさらに円周の同相写像の
回転数に関する条件により円周の微分同相
群の離散部分群の中でフックス群と位相共
役なものを特徴づけることができるを明ら
かにすることを目的にした.  
 
(2) 収束群作用について 
① 円周とは限らない空間への収束群作用
について非初等的な収束群作用を許容する
群の性質を明らかにし, 円周へ収束群作用の
類似である作用を許容する群の性質を明ら
かにする手がかりを得ることも目的とした.  
 
② 与えられた群の収束群作用を個別に調
べるのでなくその群が許容する種々の空間
への収束群作用の相互関係を明らかにする

ことを目的とした.  
 
 
 
３．研究の方法 
(1) 円周の微分同相群について 
① フックス群のポアンカレ円板への作用
を研究する際にはポアンカレ円板のコンパ
クト化および無限遠境界が重要である. こ
の事を踏まえて, 滑らかな普遍タイヒミュ
ラー曲線のコンパクト化および境界に着目
することで円周の微分同相群の部分群の滑
らかなタイヒミュラー曲線への作用を調べ
た.   
 
② 収束群作用は 3点部分集合のなす空間に
誘導される作用が固有不連続であるような
作用であることに着目して, 3 より大きい整
数 n に対して, n 点部分集合のなす空間に誘
導される作用が固有不連続であるような作
用について考察した. そのような作用につ
いて, 収束群作用の収束列を用いた特徴づ
けの類似が知られているのでそれを用いた.  
 
③ 回転数に関する条件による円周の微分
同相群の離散部分群の中でのフックス群と
位相共役なものの特徴付けについては, 巡
回群の自由群と同型なものについて考察し
た. その際には, (広い意味での)ピンポン補
題に現れる力学系, および円周への群作用
の準共役性の有界オイラー類による特徴づ
けを用いた.  
 
 
(2) 収束群作用について 
① 非初等的な収束群作用を許容する群の
性質として既約 C*群環の単純性に注目する. 
収束群作用が既約 C*群環の単純性を保証す
る作用の力学系的性質を持つことを調べる
際には楕円的な元の扱いに注意した.  
 
② 与えられた群の二つの収束群作用に関
して同変連続写像が存在する場合に注目し
た. さらに, 収束群作用付きの空間とそれ
らの間の同変連続写像からなる射影系の射
影極限に収束群作用が誘導されるという事
実を用いて新たな収束群作用を得た.  
 
 
 
４．研究成果 
(1) 円周の微分同相群について 
① 円周の微分同相群を二つの円周の直積
の閉部分集合からなる集合に Vietoris 位相
を与えた空間の部分空間と見なすことによ
り, 滑らかなタイヒミュラー空間のコンパ
クト化および境界を与えた. このコンパク



ト化への円周の微分同相群の作用について, 
回転数が無理数であるが無理数回転との共
役写像として微分同相写像が取れない微分
同相写像は上記のコンパクト化の境界に唯
一の固定点を持つなど, メビウス変換群と
は異なる現象などが作用の各元への制限に
ついては確かめられた.  

一方, このコンパクト化への円周の微分
同相群の作用に関する極小集合の記述など
作用全体に関する研究は今後の課題として
残された.  
 
② フックス群の n 重被覆の円周の 2n+1 点
部分集合のなす空間に誘導される作用が固
有不連続であることが確かめられた. フッ
クス群の有限被覆たちは円周の微分同相群
の離散部分群の族として知られているもの
では最も一般的なものの一つである. ここ
で確かめられた事実は円周の微分同相群の
離散部分群の研究に新たな視点を与える観
察であると考えられる.  
 
③ 二つの有限群の自由積の円周への作用
の中でフックス群としての作用と準共役な
ものが二つの因子群の生成元およびその積
の回転数に関する条件に特徴づけられるを
証明した. その仮定で, この上記の条件を
満たす作用が効果的であることと作用から
定まる円周の(微分)同相群の部分群がコン
パクト関して位相に関して離散的であるこ
とを証明した.  

これらの結果は, 種数が 2以上の閉曲面の
基本群の円周への作用の中で余コンパクト
なフックス群としての作用が作用のオイラ
ー数により特徴づけられることの類似と考
えられる.  
 
 
(2) 収束群作用について 
① 非初等的な収束群作用を許容する群に
対して, 非自明な有限正規部分群の非存在
と既約 C*群環の単純性とが同値であること
を証明した(尾國新一氏(愛媛大学)，山形紗
恵子氏(横浜国立大学)との共同研究、発表論
文②). これは, 相対的双曲群に対して知ら
れていた事実の拡張である.  

一方, これが真の拡張であることを保証
するための道具にもなる「どのような部分群
の族に対しても非初等的な相対的に双曲的
でないが非初等的な収束群作用を許容する
群を構成する」という課題が残された.  

 
② 与えられた群の二つの幾何学的有限な
収束群作用に関して同変連続写像が存在す
るための必要十分条件をそれぞれの作用に
関する放物的部分群の包含関係により与え
た. さらにその応用として, 任意の非初等

的な相対的双曲群に対して, 無限個の幾何
学的有限でない収束群作用を幾何学的有限
な収束群作用の逆極限として許容すること
証明した(尾國新一氏，山形紗恵子氏との共
同研究).  
 
③ ②で述べた条件のさらなる応用として, 
Baker-Riley により構成された双曲群の間の
単射準同型であって Cannon-Thurston 写像, 
すなわち Gromov 境界の間の同変連続写像, 
を誘導しないものを用いて, 任意の相対的
双曲群に対して, ある相対的双曲群への単
射準同型であって放物的部分群を放物的部
分群に写すが Bowditch 境界の間の同変連続
写像を誘導しないものが存在することを証
明した. 特に, 任意の双曲群に対して, あ
る 双 曲 群 へ の 単 射 準 同 型 で あ っ て
Cannon-Thurston 写像を誘導しないものが存
在することを証明した(尾國新一氏との共同
研究、発表論文①). 
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