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研究成果の概要（和文）：ケーラーアインシュタイン計量に関する問題を微分幾何・代数幾何の 

手法を用いて調べ，次の結果を得た．（１）ファノ多様体のアルファ不変量と K安定性の関係 

を微分幾何の結果を経由せずに明らかにした．（２）漸近的チャウ不安定なケーラーアインシュ

タイン多様体の例を初めて与えた．（３）ケーラー・リッチフローから生成される乗数イデアル

概型のサポートをトーリックファノ多様体の場合に計算した．（４）コンパクト縮小リッチソリ

トンの直径の下限を与えた． 

 

研究成果の概要（英文）：In this project, we proved the following results. (1) We showed 
the algebro-geometric proof for the relation between the alpha invariant and K-stability. 
(2) We gave the first example of asymptotically Chow unstable Kahler-Einstein manifolds. 
(3) We calculated the support of the multiplier ideal subschemes induced by Kahler-Ricci 
flow. (4) We gave the lower diameter bounds for compact shrinking Ricci solitons. 
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１．研究開始当初の背景 
 第１チャーン類が非正の場合と異なり，正
の場合のケーラー多様体（ファノ多様体）上
には，松島の定理・二木不変量の積分不変量
などの障害により，必ずしもケーラーアイン
シュタイン計量が存在するとは限らないこ
とが知られていた．そのため，ケーラーアイ
ンシュタイン計量が存在するための条件を
決定することがケーラー幾何の問題の一つ

になっていた．類似の問題が既にベクトル束
の場合に設定・解決されており，小林・ヒッ
チン対応として知られていた．それは「ベク
トル束にエルミートアインシュタイン計量
が存在することと Mumford・竹本の意味で安
定であることが同値である」ことを主張して
いる．後者の安定性とは幾何学的不変式論か
ら得られる，モジュライ空間を構成する際の
条件である．多様体の場合にもケーラーアイ
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ンシュタイン計量の存在と幾何学的不変式
論に関係する多様体の安定性が同値であろ
うという予想が提起された．ティアンが K 安
定性を導入したことから始まり，漸近的チャ
ウ安定性やスロープ安定性など，いくつかの
安定性が導入され，標準ケーラー計量の存在
との関係が研究された．これらの結果を踏ま
えて当初の予想は次のように定式化されて
いた：偏極多様体上に定スカラー曲率計量が
存在することと K 安定であることは同値で
ある（Yau-Tian-Donaldson 予想）．この予想
は Donaldson，Chen-Tian，Stoppa，満渕らに
より計量の存在→K 安定の方向は示されてい
た．しかし，逆方向については，（研究開始
当時）まだ未解決の問題であった． 
 
２．研究の目的 
 Yau-Tian-Donaldson 予想の，安定性→計量
の存在の方向の解決を最終目標としていた．
そのために，多様体が標準ケーラー計量を持
たない場合に，どのような障害が生じるのか
を微分幾何・代数幾何の側面から理解するこ
とを目的としていた．特に，ファノ多様体上
のケーラーアインシュタイン計量の場合に
限定して考えることで，すでに知られている
ファノ多様体の代数幾何的性質と微分幾何
的な対象であるアインシュタイン計量がど
のように関連しているのかを明らかにした
いと考えていた． 
 
３．研究の方法 
（１） Yau-Tian-Donaldson 予想は，アイン

シュタイン計量の一般化である，定スカ
ラー曲率計量やカラビの端的ケーラー
計量に対して設定されていた．この研究
課題ではファノ多様体上のケーラーア
インシュタイン計量の場合に限定して
研究を進めた．ケーラー・リッチフロー
や乗数イデアル層など，すでによく知ら
れている概念を利用して研究を進める
ことができた．特に，多様体がケーラー
アインシュタイン計量を持たない場合
にはケーラー・リッチフローが乗数イデ
アル層を誘導することが知られていた．
このイデアル層を調べることでケーラ
ーアインシュタイン計量の存在への代
数幾何的障害を調べようとした． 

（２） 多様体をトーリックのときに限定
した．これにより，より具体的に乗数イ
デアル層の情報を調べることができた． 

（３） （２）で得られた知見を元に，乗数
イデアル層と関係が深い，Tian のアル
ファ不変量と K 安定性を結ぶものとし
て標準的対数閾値や Seshadri 定数に
注目すべきであることが分かった． 

 
４．研究成果 

 本研究課題は，Yau-Tian-Donaldson 予想の
解決を目標としていたが，主な成果としては
付随する問題の解決をすることができた．大
まかに成果を３つに分けることができる． 
 
（１） K 安定性と代数幾何（双有理幾何）

の関係について： 
① Nadel や Demailly-Kollar により

モンジェ・アンペール方程式の連
続法が解けない場合に非自明な乗
数イデアル層が得られることが示
されていた．ケーラー・リッチフ
ローが収束しない場合にも同様な
結 果 が 得 ら れ る こ と が 
Rubinstein により示された．この
結果をトーリックファノ多様体に
適用することで（Demailly-Kollar 
の意味での）乗数イデアル層のサ
ポートを具体的に計算することが
できた（発表論文②）．トーリック
フ ァ ノ 多 様 体 の 場 合 に は 
Wang-Zhu の結果よりケーラー・リ
ッチフローが収束しなければケー
ラー・リッチソリトンが存在する
ことが示されており，これにより
ケーラー・リッチフローの漸近的
な振る舞いは捉えやすくなる．
Demailly-Kollar の乗数イデアル
層は Nadel の定義と異なり，概多
重劣調和関数と指数を組にして定
義される．よって，指数が異なれ
ば得られるイデアル層も異なるこ
とが予想される．発表論文②では
複素射影平面を２点ブローアップ
して得られる曲面では，指数によ
って乗数イデアル層に対応する概
型のサポートがジャンプすること
を確かめることができた．この例
では，Ross-Thomas の意味で K 不
安定にするようなテスト配位を構
成できないことが分かっていた
（Panov-Ross, Math. Ann. 2009）．
今後の課題として，乗数イデアル
層の指数による変化（ジャンプ）
を利用して Ross-Thomas の方法
で脱 K 安定テスト配位を構成する
ことが可能か否かを調べていきた
いと考えている 

② 研究成果（１）-①の中で，乗数イ
デアル層の指数を考えていたが，
これは Tian がケーラーアインシ
ュタイン計量の存在への十分条件
を与えるために導入したアルファ
不変量と深く関連している．Tian 
の十分条件とは「アルファ不変量
が（次元のみ依存する）ある定数
よりも大きければケーラーアイン



シュタイン計量が存在する」こと
を主張している．この結果と 
Yau-Tian-Donaldson 予想を合わ
せると『アルファ不変量が（次元
のみ依存する）ある定数よりも大
きければ，ファノ多様体は K 安定
である』（★）ことが分かる．アル
ファ不変量は，双有理幾何におけ
る極小モデル理論で重要な役割を
果たす（大域的）標準的対数閾値
に等しいことが知られている．よ
って主張（★）は純粋に代数幾何
的な主張に置き換えられる．しか
し，証明はケーラーアインシュタ
イン計量の存在を経由するものし
か知られていなかった．発表論文
④では，（★）に代数幾何的な証明
を与えた（尾高悠志氏との共同研
究）．この結果は双有理幾何が K安
定性の研究に応用できることを示
す例と言える． 

（２） 漸近的チャウ不安定ケーラーアイ
ンシュタイン多様体の例について： 
① Donaldson（2001, JDG）により，自

己同型群が離散的な場合に，偏極
多様体上の定スカラー曲率計量の
存在が漸近的チャウ安定性を導く
ことが示されていた．自己同型群
が離散的ではない場合には，満渕
氏（2005, Invent. Math.）により
研究され，次のような結果が知ら
れていた；偏極多様体が定スカラ
ー曲率計量を持ち，「ある条件☆」
を満たせば，漸近的チャウ安定で
ある．ここでの「ある条件☆」と
は 二 木 氏 （ 2004, Intern. J. 
Math.）によって導入された積分不
変量の族が消滅することと等しい．
この積分不変量の族は，従来の二
木氏が導入した積分不変量（二木
不変量）を含むもので，それは定
スカラー曲率計量が存在している
ときには消滅している．そこで，
「多様体が定スカラー曲率計量を
持てば，他の不変量も消滅する
か？」という問題が残っていた．
まず，この問題についてトーリッ
クファノ多様体上で具体的な計算
を行なった（発表論文⑥，二木昭
人氏・小野肇氏との共同研究）．従
来の二木不変量を計算する手法の
一つであった局所化公式を一般化
された二木不変量の族に適用して
計算する方法に加え，トーリック
ファノ多様体のヒルベルト級数の
第一変分から得られる不変量の族
と一般化された二木不変量の族が

同じ情報を持っていることを示し，
ヒルベルト級数の第一変分の組み
合わせ論的なデータを用いて計算
する手法を得た．これらの結果を
用いて３次元の場合に具体的な計
算を行なった． 

② トーリックファノ多様体の中で，定
スカラー曲率計量（つまりケーラ
ーアインシュタイン計量）を持ち，
一般化された二木不変量の族が消
滅 し な い た め に は ，
Batyrev-Selivanova の意味で対
称ではないケーラーアインシュタ
イン多様体でなければならない．
このような例は知られていなかっ
た が ， 最 近 に な り 
Nill-Paffenholz により７次元の
場合に例が提示された．発表論文
⑥で得た計算方法を適用すること
で，その例がケーラーアインシュ
タイン多様体で一般化された二木
不変量の族が証明しないれである
ことを確認した．これは，漸近的
チャウ不安定なケーラーアインシ
ュタイン多様体の初めての例にな
り，満渕氏の結果において条件☆
が本質的であることを示した．こ
の結果は小野肇氏・四ツ谷直仁氏
との共同研究によるものである
（発表論文③）． 

（３） コンパクト縮小リッチソリトンの
直径の下限について： 
リッチソリトンはリッチフローの自己
相似解として知られている．その自明な
場合はアインシュタイン計量になる．４
次元以上のコンパクト・リーマン多様体
上のリッチソリトンは勾配縮小リッチ
ソリトンであることが知られている．一
方で，Myers の定理から，アインシュタ
イン計量を持つコンパクト・リーマン多
様体の直径の上限が得られる．発表論文
①では，非自明な勾配縮小リッチソリト
ンを持つコンパクト・リーマン多様体の
直径の下からの評価を行った（二木昭人
氏との共同研究）．勾配リッチソリトン
に対しては Bakry-Emery 幾何における 
Bakry-Emery ラプラシアンを考えるこ
とが出来る．これを用いて，証明は２段
階に分けて行なわれる．第１段階では
Bakry-Emery ラプラシアンの第１固有
値を求める．これは Kahler 幾何の類似
の計算によって得られる．第２段階では，
ラプラシアンの第１固有値を直径を用
いて下から評価する Li-Yau type の結
果（Ling, 2007, AGAG）を Bakry-Emery 
ラプラシアンの場合に拡張する．この二
つの結果を組み合わせることで主結果



を得ることが出来た． 
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