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研究成果の概要（和文）：我々の先の研究で定義されたオープンブック分解の複雑度と、オープ

ンブック分解の既に知られている不変量との比較を様々に行う中で、Alexander 多項式（同じ

ことであるが、Conway 多項式）が持つ幾何的な側面が、複雑度（こちらも幾何的に定義された

ものである）との関係を見出す上で有効に働くことが明らかになった。さらに、Alexander 多

項式を与えるところの 写像類群の Siegel 表現の発展物である Johnson-Morita 表現を利用し

て不変量を構成することで、複雑度をより精密に評価できるであろうという予測を得た。 

 
研究成果の概要（英文）：It has become clear that the Alexander polynomial (equivalently 
the Conway polynomial) of open book decompositions plays an effective role for an 
estimation of the complexity of open book decompositions, which we defined in our previous 
research. From this observation, we have obtained a prediction that the Johnson-Morita 
representation of the mapping class group of the fiber surface of an open book 
decomposition will be useful to constract a new invariant of open book decomposition which 
gives us stricter estimation of the complexity than the Alexander polynomial.  
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１．研究開始当初の背景 
有向閉 3次元多様体の研究として、与えられ
た 3次元多様体が許容するオープンブック分
解の構造から、元の 3次元多様体の位相的な
大域的構造を解析するという方向の研究が

着実に積み重ねられており、3 次元多様体論
の他の分野（Heegaard 分解の理論、接触幾何
学等々）との関わりも、いくつも発見されて
きていた。 
 



２．研究の目的 
有向閉 3次元多様体のオープンブック分解の
構造として、そのファイバー曲面の村杉和に
関する分解の構造に注目し、与えられたファ
イバー曲面がどのような村杉和分解を許容
するのかを判定する方法の確立を最終目的
とし、そのための第 1段階として本研究では、
先の研究で定義されたオープンブック分解
のある種の複雑度（村杉和分解可能性と密接
な関係があることが示されている）を評価す
る不変量の発見を目指した。 
 
 
３．研究の方法 
上記のオープンブック分解の複雑度に対し、
オープンブック分解の既に知られているい
くつかの不変量(Alexander 多項式、対応す
る接触構造から得られる量、等々) との比較
を行なった。続いて、Alexander 多項式の有
効性が確認された後は、Alexander 多項式が
持つ情報とオープンブック分解のファイバ
ー曲面上のモノドロミー写像が持つ情報と
の比較を行い、オープンブック分解の複雑度
を評価するためには、どのような情報が必要
であるかを調べた。 
 
 
４．研究成果 
（１）オープンブック分解の Alexander 多項
式とオープンブック分解の複雑度との関係
の研究について。 
 
（1.1) オープンブック分解の Alexander 多
項式とは、オープンブック分解のモノドロミ
ー写像から定義されるオープンブック分解
の不変量である。この不変量が、オープンブ
ック分解の複雑度を評価する上で、有効な性
質を持つことが少しずつ明らかになってき
た。 

オープンブック分解の複雑度は、ファイバ
ー曲面上のプロパーアーク（両端点が曲面の
境界上に乗っているアーク[曲線分]）とその
モノドロミー写像による像との間の幾何的
交点数の最小値として定義されている。一方、
先行する研究において、オープンブック分解
の Alexander 多項式の各係数と、オープンブ
ック分解のファイバー曲面上のアークシス
テム、すなわち、曲面上のいくつかのプロパ
ーアークの集合で、このアークたちで曲面を
切り開くと１つの円板となるというもの、と
そのモノドロミー写像による像との間の代
数的交点数たちとの関係を明らかにしてい
る。これより特に、曲面上のアークシステム
とそのモノドロミー写像による像との間の
代数的交点数たちから Alexander多項式と同
値な不変量であるところの Conway 多項式を
計算する公式を得ている。このような公式が

得られることから、Alexander 多項式、また
は同値であるところの Conway 多項式はオー
プンブック分解の複雑度を計る上で有効で
あると考えられる。（ただし、オープンブッ
ク分解の複雑度を定義しているのは、ファイ
バー曲面上のアークの幾何的交点数たちで
あるのに対し、Alexander 多項式を定めてい
るのは代数的交点数である。この誤差に関す
る考察については後述する。） 

本研究では、上記のファイバー曲面上のプ
ロパーアークの代数的交点数と Conway 多項
式との間に、さらに詳細な対応が明らかにさ
れた。すなわち、以下に述べるように、オー
プンブック分解の Conway多項式の情報から、
ファイバー曲面上の任意のプロパーアーク
とそのモノドロミー写像の像との間の代数
的交点数を求める方法を得た。 
ファイバー曲面 S に対して、S 上のプロパ

ーアーク aに沿って以下の図 1に示すような
曲面を合成する操作をトレフォイル・プラミ
ングと呼ぶ。このとき、以下の定理の成り立
つことを証明した。 
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図１ トレフォイル・プラミング 

 
 

定理. 種数ｇのファイバー曲面S上のプロ
パーアークaに沿ったトレフォイル・プラミ
ングによりファイバー曲面S’を得たとする。
SのConway多項式をPとし、S’のConway多項
式をP’とする。このとき、Pの 2g-2 次の係
数とP’の 2g次の係数との差が、アークaとそ
のモノドロミー写像による像との代数的交
点数 - 1 に等しい。 
 
この定理の系として、以下を得ている。 
 
系. 3 次元球面のオープンブック分解のフ

ァイバー曲面S（種数gとする）とその上のプ
ロパーアークaについて、Sをaで切り開いた
曲面の境界が成す 3 次元球面内の絡み目をL
とする。ことのき、Lの（絡み目としての）
Conway多項式の 2g-1 次の係数は、アークaと
そのモノドロミー写像による像との代数的
交点数に等しい。 
 
（1.2）前節に述べたオープンブック分解の
Alexander 多項式の計算方法、すなわち、フ
ァイバー曲面上のプロパーアークとそのモ
ノドロミー写像の像による代数的交点数た
ちから計算する方法を精査することで、以下
に述べるような、Alexander 多項式の新たな
側面を発見した。 



代数的交点数たちの情報から Alexander多
項式を計算する過程や結果からは、直接的に
は Alexander多項式の各係数と代数的交点数
たちとの関係は見えてこない。このことへの
対応として、Alexander 多項式から Conway 多
項式へと変換することが有効であることを
先の研究で示していた。この結果、Conway 多
項式の各係数は、ファイバー曲面上のアーク
システムとそのモノドロミー写像による像
が成す代数的交点数たちを並べた行列のい
くつかの小行列のパフィアンと呼ばれる値
の和として与えられることが示されている。 

この変換の過程を整理し直すことで、オー
プンブック分解の Conway 多項式の新たな表
現方法を以下のように発見した。 

種数 gのファイバー曲面 Sの第１ホモロジ
ー群 Hから生成される 2次外積代数を考える。
ファイバー曲面上のプロパーアークとその
モノドロミー写像による像との間の代数的
交点数を並べて得られる行列から、この 2次
外積代数上の 2次形式への自然な対応がある。
そうして得られる 2次形式を Aとする。また、
自明なモノドロミー写像に対応する 2次形式
を I とし、変数ｚを用いて、ｚI-A なる 2 次
形式を構成すると、この2次形式 ｚI-Aの（外
積による）g乗により 2g 形式を得るが、その
係数として Conway 多項式が現れることを示
した。外積代数上で考えることが自然である
のは、代数的交点数、すなわち、H 上の交点
形式が交代的であることと密接に関係する。
Conway 多項式のこの構成法によって、先に述
べた（比較的複雑な）パフィアンの計算が、
2 次形式の（外積による）g 乗に翻訳された
のである。また、Conway 多項式がオープンブ
ック分解の不変量であることも比較的シン
プルな形で表現される。つまり、オープンブ
ック分解とは、そのモノドロミー写像（のア
イソトピー類）によって定まるが、共役をと
っても、同じオープンブック分解を定める。
すなわち、オープンブック分解は、モノドロ
ミー写像が属する写像類群の共役類によっ
て定まる。従って、オープンブック分解の不
変量とは、写像類群の共役類の不変量である。
このような見方において、Conway 多項式が元
のモノドロミー写像の共役により不変であ
ることが、Conway 多項式を Hから生成される
2 次外積代数上の 2 次形式として表現するこ
とで自然に理解されることが明らかになっ
たのである。 
 
 
（２）オープンブック分解の Alexander 多項
式以外の既知の不変量とオープンブック分
解の複雑度との比較の研究について。 
 
（2.1）有効閉 3 次元多様体のオープンブッ
ク分解に対応する接触構造に注目し、接触構

造上に現れるいくつかの量や性質と元のオ
ープンブック分解の複雑度との比較を行な
った。しかし、オープンブック分解に正ひね
りのホップバンドをプラミングにより付け
外しをしても、対応する接触構造は変わらな
いことから、接触構造のもつ情報とオープン
ブック分解の構造とに単純な一対一対応が
付きにくい。この事実が障害となり、この両
者の間には、複雑度を評価する上で有効な関
係を見出すことはできなかった。 
例えば、オープンブック分解のファイバー

曲面から負ひねりのホップバンドをプラミ
ングにより取り外すことができるならば、対
応する接触構造は overtwisted と呼ばれる
構造をもつこととなるが、逆は正しくない。
つまり、対応する接触構造が overtwisted 
であっても、元のオープンブック分解のファ
イバー曲面から負ひねりのホップバンドを
取り外しできるとは限らず、ただ言えること
は、そのファイバー曲面から負ひねりのホッ
プバンドを取り外しできるファイバー曲面
へと、正ひねりのホップバンドの付け外しを
繰り返して変形できるということだけであ
り、さらに、この正ひねりのホップバンドの
付け外しの操作がどのように行われるのか
は不明のままなのである。現在は、この困難
点を克服するための研究を継続している。 
 
（2.2） 3 次元球面のオープンブック分解に
限定すれば、オープンブック分解のファイバ
ー曲面の境界は、3 次元球面内のファイバー
結び目を成す。そこで、数多く知られている
結び目の不変量の中に、オープンブック分解
の複雑度との間に複雑度の評価に利用でき
そうな関係を持つものが発見できないかと
考えたが、後述する Alexander 多項式以外に
は、目的に適う不変量の発見には至らなかっ
た。 
 
 
（３）オープンブック分解の複雑度をより精
密に評価する不変量の構成に向けた研究に
ついて。 
 
  先に述べたように、我々の定義したオープ
ンブック分解の複雑度は、ファイバー曲面上
のアークとそのモノドロミー写像による像
との幾何的交点数によって定められる量で
ある。よって、代数的交点数により定まる
Alexander 多項式では、複雑度に関するある
程度の幾何学的な見地は得られても、精密な
評価は得られない。そこで、Alexander 多項
式の持つ、ファイバー曲面上のアークたちの
な す 幾 何 と の 親 和 性 は そ の ま ま に 、
Alexander 多項式が捉えられない情報を汲み
取る新たな不変量の構成が必要である。 
  先に述べた、Conway 多項式の不変量として



も性質、すなわち、元のモノドロミー写像の
共役により不変であること、がファイバー曲
面の第 1ホモロジー群が生成する 2次外積代
数上で自然に理解されることを応用するこ
とで、Alexander 多項式の延長線上に位置す
る新しい不変量を構成できるであろうとい
う予測を以下のように得ている。 

オープンブック分解のモノドロミー写像
をファイバー曲面上の写像類群の元である
と見なす。Alexander 多項式は、写像類群の
Siegel 表現より得られるが、この Siegel 表
現が汲み取れない情報を汲み取る表現とし
て、Johnson-Morita 準同型と呼ばれる表現
が構成されている。写像類群のこの表現によ
る像から、オープンブック分解の不変量を構
成することで、オープンブック分解のファイ
バー曲面上のアークたちの幾何的交点数を
できるだけ精密に捉える方法を構築できる
と考えている。 
 
 
５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
 
〔雑誌論文〕（計 0件） 
 
〔学会発表〕（計 1件） 
山本 亮介、Conway polynomial of open books、
東 京 女 子 大 学 ト ポ ロ ジ ー セ ミ ナ ー 、
2011.7.16、東京女子大学 
 

〔図書〕（計 0件） 
 
〔産業財産権〕 
○出願状況（計 0件） 
 
 
○取得状況（計 0件） 
 
 
〔その他〕 
ホームページ等 
 
 
 
６．研究組織 
(1)研究代表者 

 山本 亮介（YAMAMOTO RYOUSUKE） 

群馬大学・教育学部・准教授 

 研究者番号：８０４４５００６ 

 
(2)研究分担者 

      （  ） 

  

研究者番号： 

  

(3)連携研究者 

   （  ） 

 

 研究者番号： 

 
 

 


