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研究成果の概要（和文）：理工学分野において現れる様々な問題を含む非線形拡散問題を取り扱

った。非線形拡散を含む問題の解析や数値解析において、拡散の非線形性をどのように扱うか

が問題となっている。本研究では、半線形問題である反応拡散系の解により非線形拡散問題の

解を近似する、反応拡散系近似理論に焦点を当てた。急速反応極限の考察、反応拡散系近似の

解析、その数値解析や数理モデリングへの応用等、多角的に研究を行い、様々な結果を得た。 
 
研究成果の概要（英文）：We dealt with nonlinear diffusion problems arising in a large 
number of important scientific and industrial contexts. The difficulties arise from the 
nonlinearity of the diffusion and the problem is how to handle the nonlinearity of the 
diffusion. In this study, we focused on the theory of reaction-diffusion system 
approximation in which the solutions of the nonlinear diffusion problems are approximated 
by those of semilinear reaction-diffusion systems. We achieved several results regarding 
analysis of Fast reaction limit problems, analysis of reaction-diffusion system 
approximation and its applications to numerical analysis and mathematical modeling.  
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１．研究開始当初の背景 
本研究では、氷の融解・凝固の過程を記述

するステファン問題、地下水の流れを表す多
孔質媒体流方程式、2 種生物種の競争や協調
問題における互いの動的な干渉作用を記述
する重定-川崎-寺本モデルなど、様々な問題
を取り扱った。これらの問題は、非線形拡散

問題として、一つの方程式系で表されるが、
拡散の退化性と拡散の交差性の 2つの大きな
性質を有する。拡散の退化性は、拡散係数が
０となる場合に現れる。このために、解が不
連続になったり、自由境界が現れるなど、取
り扱いが複雑になる。ステファン問題や多孔
質媒体流方程式は拡散の退化性を持ち、退化
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放物型方程式と呼ばれる問題である。一方、
多成分系において、拡散が相互に依存しあっ
ているときに、拡散が交差していると言い、
そのような系は交差拡散系と呼ばれる。重定
-川崎-寺本モデルはその代表例である。 
この様な性質を持つ非線形拡散問題の解析、
特に、数値解析において、拡散の非線形性を
どのように扱うかが問題となっている。代表
者は、この非線形性を取り除くための近似に
ついて考えてきた。本研究に先立つ研究「反
応拡散系近似理論の新展開」(若手研究(B) 
2007 年度～2009 年度)において、非線形拡散
問題が、単純な反応と線形拡散からなる半線
形反応拡散系により近似できることを示し
た。つまり、反応拡散系を用いることで、拡
散の非線形性を取り除くことができた。この
研究は半線形の問題を取り扱うことにより、
元の非線形性が強い問題の解析が可能にな
ることを示唆するものである。一般に非線形
拡散問題を扱うよりも半線形問題を取り扱
う方が容易であるため、この研究により得ら
れる結果は非線形問題の解析や応用に役立
つ可能性がある。この立場に立ち、反応拡散
系近似理論の応用について考えてきた。この
過程で、部分的な問題点も見えてきた。本研
究では、それまでの研究を踏まえて、反応拡
散系近似理論の細部に踏み込んだ解析を行
うことで、その理論を推し進め、さらに、そ
の理論の応用を行うことを考えた。 
 
２． 研究の目的 
本研究では、応用を見据えた理論の構築を

主目的とし、そのために反応拡散系近似理論
の細部に踏み込んだ解析からその応用まで、
多岐にわたった研究を行った。 
具体的には以下に述べる 5つのことを行う

ことを目標とした。 
研究(1) 偏微分-常微分系による交差拡散

系の近似 
先行研究では、拡散係数の上限と下限に着

目し、非線形拡散を拡散係数の大きな線形拡
散と、拡散係数の小さな線形拡散（退化型の
場合は拡散しないもの）に分け、その相互作
用により、非線形拡散を近似した。したがっ
て、退化放物型方程式に対しては、一つの非
線形方程式を反応拡散方程式と常微分方程
式の相互作用により表現している。数値計算
をする上で、偏微分方程式に比べて常微分方
程式の計算にかかる計算機資源は圧倒的に
少ない。さらに、退化放物型方程式に対して
は、この常微分方程式が、数値計算上好まし
くない解の性質を効果的に処理してくれる。
このことが、反応拡散系近似理論を用いた数
値解法を効率の良いものにしている。これに
対し、退化型でない交差拡散系に対する先行
研究では、一つの方程式を二つの反応拡散方
程式の相互作用により表現していた。この反

応拡散系近似から、簡便な数値解法は得られ
るが、複数の偏微分方程式を解く必要があり、
効率は良くない。数値解析への応用を見据え、
交差拡散系も反応拡散方程式と常微分方程
式の相互作用により近似できることを示す。 
研究(2) 拡散の非線形性がリプシッツ連続

でない場合への一般化（局所リプシッツの場
合の解析） 

先行研究では、拡散の非線形性を表す関数
がリプシッツ連続であることを仮定してい
る。多孔質媒体流方程式や交差拡散系の代表
的な例の一つである重定-川崎-寺本モデルは、
多項式の形の非線形性を持ち、リプシッツ連
続ではない。ただし、その非線形性は局所リ
プシッツ連続であり、問題の解が有界である
場合に限れば、どちらの例もこれまでの研究
の枠組みで取り扱うことができ、解析への応
用が期待できる。また、解の爆発現象を含む
ような特殊な問題を除いて、これまでの研究
の数値解析への応用に関しては問題が無い
といって良い。しかしながら、一般には元の
問題の解が有界であることが事前に分かっ
ていることは少ない。このため、解析への応
用など数学的な要請がある場合には、上記の
リプシッツ連続性等の仮定をはずさなけれ
ばならない。非線形性がリプシッツ連続でな
く、局所リプシッツ連続である場合の解析を
行う。 
研究(3) 反応拡散系とその特異極限を用い

た三重結節点を含む自由境界問題の解析 
ある 3成分反応拡散系の特異極限がある交

差拡散系により記述され、更に、その交差拡
散系が 3重結節点を含む自由境界問題を表現
していることが、先行研究における数値実験
及び形式的な計算により示唆されていた。こ
の交差拡散系は、これまでに研究されていな
い問題であり、三重結節点を含む自由境界問
題の新たな定式化と言える。この様な自由境
界問題の取り扱いは難しく、解析的な研究結
果は乏しいが、反応拡散系と交差拡散系の双
方を用いたアプローチにより解析が進展す
る可能性がある。本研究では、これらの反応
拡散系と交差拡散系の関係について解析を
行う。 
研究(4) 退化放物型方程式に対する効率的

な数値解法の解析 
退化放物型方程式に対して提出した反応

拡散系近似を離散化した、退化放物型方程式
に対する数値解法についての解析を行う。特
に、空間離散を行っていない時間離散スキー
ムについて解析を行う。この方法は、既存の
数値解法に比べて、効率的に、精度良く解を
捉えることができる。この時間離散スキーム
は解析的にも取り扱いやすい形をしている
ため、その収束性については直ちに保証され
る。数値解析では、誤差評価が重要である。
本研究では最適な誤差評価を得ることを目



 

 

標とする。 
研究(5) 交差拡散系に対する汎用的で簡便

な数値解法の提出、解析 
交差拡散系に対する効果的な数値解法は、

個々の問題それぞれに対して構成され、解析
されるのが現状であった。現象のモデリング
を行う場合など、パラメータの変更のみでな
く、非線形項そのものを変えて多くの数値実
験を行いたい場合がある。このようなときに、
交差拡散を含む非線形拡散が現れると、大変
煩わしい。交差拡散が直接現れない半線形反
応拡散系を用いることにより、交差拡散系に
対する汎用的で簡便な数値解法を複数得る
ことができる。そこから適切なものを選び出
し、その解析を行う。 
以上の研究を柱とし、反応拡散系近似理論

の構築から応用まで多岐にわたる研究を行
う。 

 
３． 研究の方法 
研究(1) 偏微分-常微分系による交差拡散

系の近似 
解析するべき反応拡散系近似は、先行研究

において解析していた退化放物型方程式に
対するものを交差拡散系に適用出来るよう
に拡張したものである。その反応拡散系の解
が交差拡散系の解に収束することを示すこ
とが目標であった。この際、交差拡散系の偏
微分-偏微分系による近似に関するそれまで
の研究が大いに参考になった。その研究では、
拡散係数の大きな線形拡散と小さな線形拡
散の相互作用により非線形拡散を表現して
いる。この拡散係数が小さな拡散は、非線形
拡散の下限を表現するようなものである。こ
れは、対象の交差拡散を、取り扱いやすい線
形拡散の部分と評価しにくい交差拡散の部
分に分けるというアイデアを与えてくれた。
このアイデアは、解析する偏微分-常微分系か
らは思いつかないものであった。このアイデ
アと過去の研究を組み合わせることで、解析
が可能となった。 

研究(2) 拡散の非線形性がリプシッツ連続
でない場合への一般化 
先行研究では、拡散係数の小さな線形拡散

と、拡散係数の大きな線形拡散との相互作用
により、非線形拡散を近似していた。特に、
大きな方の拡散係数は、拡散の非線形性を表
す関数のリプシッツ定数により制御されて
いた。局所リプシッツ連続の場合は、この大
きな方の拡散係数をパラメータとして変化
させることにより、問題の解を近似できると
思われる。しかしながら、初期値が有界でな
い場合や、解が爆発する様な特殊な問題を扱
うことになるため、解析は容易でないことが
予想されていた。そのため、爆発問題やその
近似についての基礎研究を行い、解析の可能
性について検討を行った。検討の結果、リプ

シッツ連続でない場合の解析はやはり困難
であることが分かったが、他の重要な非線形
問題への拡張の可能性が見えてきた。 
研究(3) 反応拡散系とその特異極限を用い

た三重結節点を含む自由境界問題の解析 
 多くの数値実験を行うことにより解の振
る舞いを確認し、二宮広和氏(明治大学)と活
発な議論を行いながら研究を進めた。扱う反
応拡散系の解が極限問題である交差拡散系
の解に収束することを示した。また、その交
差拡散系はある 3重結節点問題の弱形式とな
ることが示された。 

研究(4) 退化放物型方程式に対する効率的
な数値解法の解析 
 退化型問題の数値解析に関する既存の結
果について調査し、最適な誤差評価を得るこ
とを目標とした。まず、連続問題である反応
拡散系近似についての収束のオーダーにつ
いて研究した。解析の結果、近似パラメータ
に対する最適な収束のオーダーが得られた。
この結果は、離散問題についての誤差評価の
可能性を示唆するものであり、引き続き解析
を行なっている。 

研究(5) 交差拡散系に対する汎用的で簡便
な数値解法の提出、解析 
 研究(1)にて解析を行った反応拡散系を離
散化することにより、汎用的で簡便な数値ス
キームを提出した。この際、数多くの数値実
験を行うことにより、様々な離散化の中から
効率の良い数値スキームを選び出した。また、
研究(1)(3)(4)の解析手法を参考にし、時間離
散スキーム及び数値スキームの解析を行っ
た。 
 
４． 研究成果 

研究計画に従い研究を遂行し、反応拡散系
近似理論の発展と応用について様々な結果
を得た。代表者の過去の研究において、一般
的な交差拡散系の解を半線形反応拡散系の
解により近似できることが分かっていた。た
だし、その研究では 1 つの方程式を 2 つの偏
微分方程式の相互作用により表現していた。
数値解析への応用を考えた上では、これは有
用であるとは言い難い。そこで、本研究では、
1 つの方程式を偏微分方程式と常微分方程式
の相互作用により表現できることを示した
(雑誌論文③)。このことにより、応用の可能
性が格段に広がったといえる。実際に、この
研究を応用し、非線形交差拡散系に対する汎
用的、効率的、かつ実装が容易な数値解法を
提案した。数値実験により、この数値解法に
よる誤差を調べたところ、時間刻みに対する
精度は 1 次、空間刻みに対しては 2 次精度で
あることが観測された。この収束次数は、既
存の煩雑で計算コストの高い数値解法の次
数と同じものであり、数値実験は提案した数
値解法の有用性を示すものである。数値解法



 

 

の汎用性、簡便性、有効性が確かめられたた
め、この数値解法の解析を行った。空間離散
をしていない時間離散スキームの収束性に
ついて解析的な結果を得た(雑誌論文③)。提
案した線形解法と実装が煩雑な非線形解法
の双方の誤差評価を行うことにより、2 つの
解法の比較を行った(投稿中論文)。どちらの
解法でも収束率は同じで、更に、この収束率
は最適なものであることが分かった。このこ
とは提案した線形数値解法が有用なもので
あることを示している。交差拡散系の数値解
法に関する誤差評価の解析的結果はこれま
でに無く、本研究の成果は重要なものである。
また、空間離散化に有限体積法を用いた全離
散数値スキームについて研究し、その収束性
を示した(投稿中論文)。誤差解析及び全離散
スキームの解析は当初の計画段階では困難
であると予想しており、検討するに留める予
定でいたが、基礎研究を含む 3 年間の研究に
より、解析的な結果を得ることができた。 
 二宮広和氏(明治大学)と共に、ある 3 成分
反応拡散系について研究した(雑誌論文④)。
その急速反応極限がある交差拡散系により
表現できることを解析的に示した。更に、そ
の交差拡散系が 3重結節点を含むある自由境
界問題の弱形式になっていることを示した。
これは、反応拡散系の解が 3 重結節点を含む
自由境界問題の解に収束することが厳密に
証明されたことを示している。このような結
果はこれまでになく、多重結節点を含む自由
境界問題の解析の進展に繋がる可能性があ
る。 
 反応拡散系近似理論及び急速反応極限理
論の細部に踏み込んだ研究や応用について、
当初計画を超えた研究も行った。D.Hilhorst
氏(パリ南大学)と共に、沈殿・溶解を伴う液
体・個体間の化学反応における急速反応極限
について研究した。この問題は核廃棄物処理
に関連する応用上重要な問題であると共に、
急速反応極限についての理解を深める問題
でもある。この問題に対して、その極限を具
体的に表し、解がその極限に収束することを
示した(雑誌論文⑤及び投稿準備中論文)。 
 非線形拡散問題の解析の応用として、細胞
集団の挙動についてのモデリング及び解析
を行った(雑誌論文②)。細胞集団の時空間の
振る舞いを考察するために、細胞の大きさ、
細胞分裂、2 つの状態とその転換、接触阻害、
栄養状態などを考慮して複数成分複数項か
ら成る数理モデルを提案した。これは解析の
対象としては複雑すぎる方程式系であるが、
本研究で培った知識を動員し、問題の簡略化
を行った。非線形拡散と非局所反応の 2 項か
ら成る簡略化した方程式を導出し、その解析
を行った。解析や数値実験を用いた考察の結
果、多くの要因が細胞集団の振る舞いに関連
しているが、細胞の増大率と栄養状態の関係

が特に大きな役割を果たしていることが予
測され、細胞は周りの密度や環境に敏感に反
応していることが推察された。 
 以上のように、反応拡散系近似理論の発展
と応用について様々な研究を行った。本研究
内容は多岐にわたるが、それぞれに特色があ
り、意義深い研究である。また、これらすべ
ての研究は相互に関連しており、一般論の構
築と応用に関する研究が相乗して、将来の非
線形問題の解析を発展させるものとなるこ
とが期待される。 
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