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研究成果の概要（和文）： 

有限要素法の誤差評価には補間誤差の評価が本質的な役割を果たしています。我々は本研究に

おいて、三角形要素上の補間誤差を精密に評価する公式を考案し、証明することに成功しまし

た。特に、三角形要素上の補間誤差が三角形の外接円の半径で押さえられるという、外接半径

条件を証明することができました。これにより、解に特異性が現れるような偏微分方程式を有

限要素法で解く場合にも、効率的なメッシュ分割を行い、精度良く解を計算することが可能に

なりました。 

 

 

研究成果の概要（英文）： 
The estimate for the interpolation error plays an essential role in error estimation for 
Finite Element Method. In our research, we obtained and proved precise formula that bounds 
interpolation error on the triangular elements. In particular, we proved that the 
interpolation error is bounded by the radius of circumscribed circle of the triangles. 
We call this condition circum radius condition. This result enables us to compute 
solutions of partial differential equation with singularity by efficient mesh division. 
 
 

交付決定額 

                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

２０１０年度 1,200,000 360,000 1,560,000 

２０１１年度 1,100,000 330,000 1,430,000 

２０１２年度 900,000 270,000 1,170,000 

総 計 3,200,000 960,000 4,160,000 

 

 

研究分野：数物系科学 

科研費の分科・細目：数学・数学一般（含確率論・統計数学） 

キーワード：精度保証付き数値計算・誤差評価・偏微分方程式・特異性・補間誤差 

 
 
１．研究開始当初の背景 
（１）偏微分方程式においてはしばしば、解
が有限時間で爆発したり、非凸領域の非凸な
角で解の滑らかさが失われたりなど、解の特
異性により数値計算が困難になることがあ

ります。このような場合には、解の特異性の
強さに応じてメッシュを細かく切るなどの
対処が行われてきましたが、例えば領域の角
で特異性が出る場合には、角に向けてどの程
度のオーダーでメッシュを細かくしていけ
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ばよいのか、三角形要素の形状はどのような
ものがよいのかなどの具体的な対処につい
ては経験的に行われることが多く、理論的な
研究はあまり進んでいませんでした。特異性
には、方程式の非線形性に起因する特異性、
境界形状に起因する特異性、およびその両方
が複合したものがあります。それらについて
次で詳しく説明します。 
（２）境界形状に起因する特異性について説
明します。非凸領域において偏微分方程式を
解くと、しばしば、非凸な角で解の滑らかさ
が失われることがあります。例えば、非凸領
域で Poisson方程式を解くと、非凸な角で解
に特異性が現れることが知られています。実
際の数値計算では、この特異性に対処するた
め、非凸な角の周辺でメッシュを細かく切る、
いわゆるメッシュリファインメントが用い
られています。我々は当研究開始までに、
メッシュリファインメントを用いた場合の
Poisson 方程式の事前誤差評価を求めること
に成功しており、この結果により、二次の非
線形楕円型偏微分方程式の解を精度保証す
ることが可能になっていました。しかしなが
ら、誤差評価の際に重要な、三角形要素上の
補間誤差評価に改善の余地がある状態でし
た。一方で、重調和方程式の解に対する事前
誤差評価は、ステップ流れ問題などの二次元
Navier-Stokes 方程式の解に対する精度保証
を行うためには不可欠ですが、非凸領域で重
調和方程式を解いたときに生ずる特異性に
ついてはあまり解析が進んでいませんでし
た。研究開始時に得られていた誤差評価は、
解に特異性が生じるにも関わらず、均等メッ
シュを用いるもののみですので、かなり小さ
なレイノルズ数でしか検証が成功していま
せんでした。 
 
（３）方程式の非線形性に基づく特異性につ
いて説明します。非線型方程式においては、
しばしば解が有限時間で爆発する現象が見
られます。しかし、本当に解が有限時間で爆
発することを証明するのは簡単な方程式を
除くと非常に難しいのが現状です。証明どこ
ろか、状況証拠としてしばしば利用される数
値計算でさえ困難な場合が少なくありませ
ん。例えば、滑らかな解を初期値とする３次
元 Euler 方程式の解について、解が時間大域
的に滑らかであり続けるか、有限時間で爆発
するような解が存在するかどうかは現在の
ところ分かっていません。３次元 Euler方程
式の爆発解と思われる例としては、Pelz の数
値実験や Kerr の数値実験が知られています
が、それが本当に爆発解であるかは証明され
ていませんし、近年では、爆発しないと解釈
することもできると主張する人もいます。ま
た他の例として、流体方程式をある意味で単
純化した方程式として De Gregorio方程式が

ありますが、この方程式は非常に特異性の強
い解を持つことが知られています。その解は
一見、爆発解に見えますが、実際には二重指
数的に増大するものの爆発はしないことが
数値的に確かめられています。これらの例で
もわかる通り、解の特異性の強い状況下にお
いては、爆発解であるかそうでないかを判断
することは非常に難しいということが言え
ます。 
 
 
２．研究の目的 
（１）本研究の目的は、流体方程式をはじめ
とする偏微分方程式について、解が強い特異
性を持つ場合に、その特異性の性質を上手く
利用しながら高精度に計算を行い、また、精
度保証付き数値計算によって解の存在や一
意性などの方程式の構造を明らかにするこ
とです。特異性への対処は、従来は経験的に
行われることが多かったのですが、ある程度
の理論的な枠組みを構築することを目的と
します。詳しくは以下で述べます。 
 
（２）本研究においては、まず、メッシュリ
ファインメントを用いた場合の重調和問題
に対する事前誤差評価を確立し、２次元
Navier-Stokes 方程式の解に対する精度保証
に応用することを目的とします。また、
Poisson 方程式に対する事前誤差評価は我々
によって既にある程度の理論が確立されて
いますが、この改良も目的とします。事前誤
差評価の精度は三角形要素上の線形補間誤
差をどこまで精密に見積もれるかという点
にかかっていますが、ここの見積もりが現状
ではあまり良くなく、有限要素法で用いる三
角形要素の形が悪いと極端に精度が落ちて
しまいます。これに対し、効率的な誤差評価
を求めたいと考えています。また、３次元
Euler 方程式について、爆発解が現れるかも
しれないと考えられている境界条件や初期
値について、精密な数値計算を行い、可能で
あれば精度保証付き数値計算を用いて解の
厳密な挙動を明らかにすることを目的とし
ます。 
 
（３）本研究の独創的な点は、精度保証とい
うアプローチで方程式の特異性に対処しよ
うとする点にあります。単に特異性の強い数
値解を高精度に計算する研究や、解構造の単
純な方程式に精度保証を適用する研究は数
多くありますが、特異性の強い解を高精度に
計算し、更にそれを精度保証しようという研
究は世界的に見ても少ないのが現状です。ま
た、数値計算アルゴリズムは経験則で運用さ
れる部分もありますが、本研究において精度
保証を確立する際に、誤差評価を厳密に追及
していく過程でその理論的構造が明らかに



なり、数値計算を効率的に実行する上での新
たな知見に繋がることも期待できます。 
 
 
３．研究の方法 
（１）ステップ流れなど、非凸領域における 
Navier-Stokes 方程式の解の存在や一意性
を、精度保証付き数値計算を用いて効率的に
検証するため、メッシュリファインメントを
用いた重調和問題の有限要素解に対する事
前誤差評価を確立します。しかし、重調和問
題の非凸な角における特異性は Poisson問題
よりはるかに複雑であり、しかも Poisson 問
題の時に用いていた手法のいくつかが使え
ませんので、研究には困難が予想されます。
そのため、ひとまず非凸な角の内角が 270 度
の場合のみを考え、用いる通常の有限要素基
底は長方形メッシュに限定して研究を行い
ます。それが成功すれば、その結果を任意形
状の折線領域に拡張する研究を行います。 
 
（２）非凸領域における Poisson 方程式の解
に対する事前誤差評価について、その精度の
改善を図ります。具体的には、三角形要素上
の線形補間誤差定数を精度保証の助けを借
りて厳密に求めることによって、事前誤差評
価全体の精度を上げる方法を取ります。 
 
（３）De Gregorio 方程式や三次元 Euler 方
程式のように、解に強い特異性が出てくるよ
うな問題に対し、精度保証付き数値計算を適
用する研究を行います。 
 
（４）以上の研究が予定通りには進まない可
能性もありますが、その場合でも、実際の数
値計算の積み重ねと理論的研究により、効率
的な数値計算手法の開発などの、新しい数学
的知見が得られる可能性は十分にあると考
えています。 
 
 
４．研究成果 
（１）研究目的のうち、重調和方程式の精度
保証については、特異性に対応した効率的な
事前誤差評価は確立できませんでしたが、誤
差評価の際に重要な４階微分に対するノル
ム不等式の評価を、正方形メッシュから長方
形メッシュに拡張することができました。こ
れにより、解に特異性が現れない場合の事前
誤差評価を改善することができました。 
 
（２）非線形方程式の爆発解の解析について
は、特に目立った成果はありませんでした。
しかし、今後の進展につながるよう、様々な
条件で数値計算を行い、理論を確立するため
の状況証拠を蓄積しました。 
 

（３）三角形要素上の補間誤差定数の精密化
については大きな進展がありました。我々は、
三角形要素上の線形補間誤差定数を精度保
証付き数値計算の助けを借りて精密に評価
することに成功し、その結果をさらに発展さ
せ、使い易く精度の良い公式を作成すること
に成功しました。これにより、２階の楕円型
偏微分方程式の解に対する検証をより効率
的に行うことができるようになりました。ま
た、その結果を応用して、三角形非適合要素
の厳密な誤差評価を導出することに成功し
ました。さらに、愛媛大学の土屋卓也教授と
の共同研究により、補間誤差評価式を、より
一般的な関数空間上に拡張することができ
ました。 
 
（４）三角形要素上の線形補間誤差定数が外
接円の半径の定数倍で押さえられる、いわゆ
る外接半径条件を証明することができまし
た。この結果をドロネー三角形分割と組み合
わせることにより、あらかじめ与えられた誤
差評価を実現するための有限要素メッシュ
を簡単に作成できるようになりました。 
 
（５）補間誤差評価式の３次元有限要素法へ
の応用についても研究を行いました。２次元
有限要素法では、いわゆる外接半径条件が成
立することがわかりましたが、３次元では、
四面体要素上の補間誤差が外接球の半径で
は押さえられないような反例を見つけるこ
とで、同様の評価が成り立たないことを示し
ました。四面体要素上の補間誤差評価につい
ては、数値計算により誤差評価式の見当をつ
けることはできましたが、厳密な証明には成
功しませんでした。 
 
（６）研究期間内に得られた研究成果につい
て、国際会議で４回、国内の学会で３回の成
果発表を行いました。その結果、画期的な成
果であるということで、国内外から問い合わ
せ等の反響がありました。 
 
（７）今後の研究の展望としては、３次元有
限要素法の誤差評価について進展が望まれ
ます。応用上は非常に重要な問題なのですが、
現状では、精密な誤差評価式を求めるどころ
か、四面体の形状が誤差評価式に対してどう
影響するのかさえわかっていません。 
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